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Estas notas contienen los temas expuestos en el curso
"Andlisis no Standard y Andlisis Estocdstico'", dictado el Se-
gundo Semestre de 1982, a cargo del autor de estas notas y del
Prof. Rolando Rebolledo, como parte de las actividades del Gru
po de Investigacibén en Probabilidades de nuestra Facultad de
Matemiticas.

El contenido del curso estuvo basado en articulos re-
cientemente publicados sobre el tema y debidos principalmente
a P. Loeb, R.A. Anderson y J. Keisler.

Se espera que estas notas sirvan como material de con-
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y que, a la vez, permitan un f4cil acceso a los articulos ori-
ginales.

L. Bertossi



§1 ELEMENTOS DE ANALISIS NO STANDARD

En este capitulo introductorio aplicaremos el siguien
te teorema de la Légica matemitica debido a K. Godel:

TEOREMA: (Compacidad). Sea T un conjunto de oraciones de 1la
légica de primer orden (sélo hay.cuantificacién  so-
bre elementos del universo y no, p.e., sobre subconjuntos, re
laciones, etc.), finitaria (oraciones con sélo un nimero. fini-
to de cuantificaciones, conjunciones, disyunciones). Si cada
subconjunto finito de T tiene un modelo, entonces T tiene un
modelo. ;

APLICACION: Construimos un 1enguajé fofmél de primer orden
finitario con el conjunto de simbolos
S={.tv-:)5;g’l}-

Por ejemplo, una oracién de este lenguaje es'

v

¢ = ¥x(x # 0 » Sy (x 1 v = l))

Si en la estructura & = < R, +, <, - , 0, 1> inter-
pPretamos los simbolos de S en forma natural, entonces ¢ es sa
tisfecha por ®; decimos también que ® es un modelo de ¢ (esto
se denota usualmente en la forma & |= ¢). Obviamente & es mo-
delo de todos los axiomas de cuerpo ordenado escritos con 1los

simbolos de S.

Llamamos teoria de & al conjunto de todas las oracio-
nes del lenguaje correspondiente a $ que tienen a & como mode-
lo:



Th R = {6: ¢ es oracidn v &= ¢}

Queremos ver si hay un cuerpo ordenado que satisfaga
las mismas oraciones de primer orden que ®, pero que, ademis
de contener esencialmente a &, tenga elementos "infinitamen -
te grandes' y elementos "infinitamente pequefios" (una exten-:
sién no standard). El1 hecho que este cuerpo satisfaga las
mismas oraciones de primer orden que & permitird operar con
sus elementos como con los nimeros reales, ya que, en parti-
cular, sera modelo de los axiomas de cuerpo. Para verificar
la existencia de un tal cuerpo, digamos <*R, *+ *<,  *. *(0 *]>
agregamos a nuestro conjunto de simbolos S nuevos elementes:
un 2 por cada 2 € IR y un nuevo simbolo de constante C (<.e.
Ryt oy = ny fon, Y € #r para todo n € IR). En & inter

pretamos los simbolos 2 en forma natural: 2 es interpretado
como x. Para ser precisos, ahora tenemos la estructura

ﬁm= “ Zn’ e Sty 0; 1,(/‘1)& = IP> para inter -
pretar los simbolos del nuevo conjunto de simbolos

sz = SU {r: e R}

Como antes, podemos formar Th RIR v obviamente

Rpp |= Th &y .

Consideramos ahora un conjunto T de oraciones en el
lenguaje correspondiente al conjunto de simbolos SpY {c}:

T := Th RIR U {0 < Cxn & n> 0 1}

Usando el teorema de compacidad podemos probar que
T tiene un modelo: cualquier subconjunto finito To de T es-



td contenido en un conjunto de oraciones de la forma:

Th Ry Y {2525'51: R, >0, d=1,..0 0},

para algin n € IN. Este Gltimo conjunto de oraciones tiene

un modelo, por ejemplo, <IR,+,<,. , 0, 1, (n)n € Rw* C0> don
de CO € IR es la interpretacidn de C dada por

Cp i= 7 min {AL e N, ee, nla
Asi T tiene un modelo, digamos

o= < *ml ‘+) *<) A » *0; *Ip (‘)L)/(_ € IR * g
fcon *n, C & *IR y ( %> %)

Como & |= Th R, en particular hﬂvsatisfhce los axio
mas de cuerpo ordenado: <*IR, *+, #*<  *. *p ¥|> o5 up cuer-.
po ordenado. '

2 ; * * * * * L
f-.estd sumergido en. < "IR, "4, <, "oy 07>

En efecto, basta hacer la inmersién
* & sl
e 12 re #1R y es facil ver quellas operacio

nes en < *IR, *+, *< %, %0 %] > gson extensiones dé 'las
operaciones en & y que la relacién de orden *< en *IR es ex-
tensidén de la relacién de orden en IR:

Supongamos a < b en IR, entonces “IR" a°<. b . "Luego,
a < b€ Th®,, pero * |= Th f,, entonces *® |= a < b, es

decir, *a *< *b en *IR,



®
Identificamos en adelante X con A,

%
Como C € IR\IR, tenemos que *IR contiene propiamente

a IP: & es subcampo propio ordenado de <*IR,*+, *< *. "o, *1>

(en adelante, si no hay confusidén, omitiremos el asterisco, es

cribiendo sisplemente <*IR, +, <, +, 0, 1 >).

*R tiene un elemento que es "infinitesimal', en el sen
tido que es menor que todo real positivo y no negativo. En efec
to, en <*R, +, <,-, 0, I> se tiene 0 < C < » para todo rE TR,

También hay 'infinitesimales" negativos (por ejemplo, -C) y nd
meros "infinitamente" grandes: 1/C > x para todo 2 € IR,. Ob-
viamente hay mis infinitesimales: % o 2CL etcs

ALGUNAS PROPIEDADES DE LA EXTENSION NO STANDARD:

Trabajaremos ahora en la estructura

*
<IP‘I+)<!'I0I’>

Dos elementos a y b en *IR que difieren en un infini
tesimal se dicen infinitesimalmente préximos v escribimos

a=~5b (i.e.a=0b ssia-0b es infinitesimal). Recordenos
que a es infinitesimal si [a|< 2 para todo n € R_. Sabe




®
mos ya que hay infinitesimales no nulos, entonces IR\ IRes no
vacfo; *IR es extensién propia de IR. a es finito si existe

n € IR tal que |a| < 1, a es infinito si |a|] 5 2 para todo
n € IR+

infinites.
-'C C
//
infinito  finito L finito  infinito
-1 ) a
/o ’ 7. s
a-c atc

(infinites. prdéximos
a a)

Todo nimero finite es infinitesimalmente cercano.a un

Gnico nimero real (un elemento de I o standard) Ilamado su

parte standard: si a es finito, st(a) (o °a) es el tnico b € IR
tal que b = a

En efecto: 1) Existencia:

Primer Caso: a € IR, st(a) := a

Segundo Caso: a ¢ P, sea Y := {n € IR : 4 < a)

Como a es finito, existe 2' € IR tal que a < 4'; enton
ces ¥ es acotado sup. en IP => existe n, = sup. M (en R).

Afirmacién: a = %, (dem. trivial).

ii) Unicidad:

Sean Rys ny € I? con " # g Y a=n;y a=nr,, enton-



ces (a, f a) + (a - az)
infinites. infinites.
b s o T S
infinites.

= ry -r, € IR- {0} Contrad.!

no infinites.

Observaciones: 1) Dijimos que *® satisface (exactamente)
las mismas oraciones de primer orden que
RIR' Esto también puede ser expresado de la siguiente ma-
nevia; . LS& ¢(x1,..., xn) es una férmula del lenguaje corres
pondiente a S con variables libres Xpoeees X5V Ay, € R,

entonces R/ |= ¢ [2yseees ) ssi Q= ¢ [*nt,...,*nn]

n

(¢ no contienea C ).

Lo recién formulado se llama principio de tranferen-

cia.

2) Puede ser itil tener en mente la siguien

<a X
te observacidon: Hemos encontrado un cuerpo ordenado <"1IR, +,

3 . o ®
., 0,1, <> (omitimos la escritura '+, *., etc, cuando no

hayv peligro de confusidn) que es una extensién propia de
<My %, v, 0, ¥, <> tal que ambos cuerpos satisfacen las
mismas oraciones del lenguaje correspondiente al conjunto de

simbolos S = {#, = » £+ 1, 0} (lenguaje de primer orden,

finitario) ., Dpe esto podemos deducir que el axioma del sunre-




mo no puede ser escrito usando una oracién de este lenguaje,
es decir, la cuantificacidn sobre subconjuntos del universo

que se usa para expresar el axioma es, podemos decir, inevi-
table (si se pudiera expresar el axioma, entonces *g y & seri
an isomorfos).

3) Decimos que *® es una extensién no standard
de &.

52 UN MODELO NO STANDARD PARA LA SUPERESTRUCTURA
o COMPLETA DEL ANALISIS

Para desarrollar el andlisis necesitamos considerar no
s6lo ciertos elementos distinguidos como el 0 yoeili] ey i-dial
relaciones +, +,. < (+ y . pueden ser vistas como relaciones),
sino también otros objetos y estructuras: otras funciones, sub
conjuntos de IR, otras relaciones, productos cartesianos, to-
pologias, espacios de medida, etc. Para considerar todos es-
tos objetos en nuestro contexto general, formamos la superes-
tructura completa de IR:

VO(ZR) := IR, Un+1 (IR) := VH(IR) WP IR,

V(IR) := u v (R,

V(TP ) es la superestructura completa de IR y contie-
ne como elementos todos los objetos antes nombrados. - En par

ticular, I? € V(IR), IN € V(IR), (an)nEIN € V(IR) para cual-



quier sucesidn de nimeros reales, 2« € ' (IP) para cualquier
nimero real x, Q € V(IR) para cualquier relacién en n argu-
mentos (O sobre IR, etc. Para verificar esto basta tener en
cuenta la definicidén usual de par ordenado:

(a,b)

{{a}, {a,b}}
y para n-tuplos la definicidn inductiva:

(7 ) PN, T (a,,..., an) = ((a,,...,an_,),an).
Ademis, 9 (IR) € V(IR) para cada n € IN. Como en

§1, se puede probar que existe una extensidén no standard de

V(IR) cuando consideramos un lenguaje con férmulas de un cier

to tipo:

Una férmula acotada es una férmula de primer orden,

finitaria cuyos cuantificadores estdn acotados, i.e. apare-

cen en la forma (¥x €y), (E]xE y), mds precisamente, las for
mulas estidn formadas sobre la base de las relaciones u=u,uév,
los conectivos 1dgicos "y", "o","no" y cuantificadores acota
dos. Por ejemplo, (¥x€y)(Jz€y)(x # z) es una férmula de

nuestro lenguaje formal, aqui , aparece como variable libre
(no estd bajo el alcance de un cuantificador).

Deberia estar claro que basta tomar sbélo "€" (perte-
nencia) y "=" (igualdad) como relaciones primitivas y férmu-
las acotadas para, una vez que se ha dado una interpretacién
a las variables libres, expresar proposiciones sobre los nime
ros reales, conjuntos de nimeros, relaciones entre nimeros ,
relaciones entre conjuntos y nimeros, etc. Por ejemplo

(#x € u) ¥y € u) ((x,y) € w)



. Mo es estrictamente férmula del lenguaje formal. Sin embargo,
recordando que (x,y):= {{x}, {x,y}}, podemos reducir esta "fér
nula™ a una que contiene s6lo cuantificadores acotados, € y =,
Para abreviar, escribimos, sin embargo, (#x € ul (#y € u)((x,y)
€ w).

Como otro ejemplo, consideremos la férmula
dlu,w)l= (¥xe ul ¥y €u) (¥z€u)((x,y,z) €n + ly,x,z) € w)

las variables libres aparecen indicadas a la izquiérda, enton-
ces ¢(u,w) es vdlida en VIIR) interpretando u como IR Y w como
lg relacién suma S definida en V(R ). mediante (a;b,c) € S~ <=>
a,b,c e m y a + b =c, ya que la suma de reales es conmutati-
va en __U(IR) (notar que Ip v S.€ VIR )). En simbolos: '

VIR) |= ¢(u,w) [IR, S)

Yy esto quiere decir que "¢(u,w) es verdadera en V(IR interpre
tando 4 como I? y w como S". Si no hay peligro de confusidn,
escribimos simplemente:

VIR ) |= . ¢ IR , 8%

" Tenemos ; entonces, el siguiente teorema que puede ser
demostrado usando argumentos de compacidad mis generales.

*
TROREMA:- Hay un conjunto IR y una aplicacién
‘ * o UIR) » v(MIR) tal que:

i) *m es campo ordenado que extiende propiamente a .

* es la identidad en 1Ir

ii)
* . P P
idi) preserva la validez de férmulas acotadas, en forma mas

precisa, cada fdrmula P (v,,..., v ] (de la forma conve-

n
nida) que es verdadera en UV(IR) con S - S,1 € V[IR)

poree
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también es verdadera en V(*TR ) con *S’,...*SJE VI*R) ),
en simbolos:
B R A

V(xR ) | P [*S’, ...*Sn]

S <=>

nl

iv) Para cada 0 < n € IN y cualquier cadena decreciente

Xo 2 Xy 2 . de conjuntos no vacios, Xm€*(V, (IR)],
I P AR
me N

Observaciones: 1) Tal como formamos la superestructura com-

pleta V(IR) de IR se puede formar la super
estructura V(*IR) de *IR que es la mencionada en el teorema.

2) Una demostracién del teorema que no usa
directamente un teorema de compacidad y que es '"mds o menos
constructiva" (usa el axioma de eleccién) puede ser encontra-
da, por ejemplo, en ''Foundations of Infinitesimal falculus' de

J. Keisler p. 31, (Prindle, Weber of Schmidt, Tnc., 1976).

3) La propiedad (iii) se llama usualmente
"principio de transferencia': la propiedad (iv) se 1llama usu
almente ''principio de saturacion'". Este Gltimo principio no
siempre es requerido, pero es necesario para nuestros propd-
sitos. Hay formulaciones equivalentes del principio de satu
racidn que indicaremos mis adelante y que a veces son mis ma-
nejables.



%

DEfinicifn: R0 VIR AR N T
n€IN i

Los objetos de *[V(IR)] se llaman objetos inter-

nos.

Observaciones: ‘1) Como V,(IR) € V(IR) para cada n € IN, cada
uno de éstos tiene su imagen *[V, (R )] ba-
jo *, Notar que no existe la imagen de V(IR) bajo*, ya que

* . v(1r) » v(*IP), por lo tanto,la dec arriba es una auténtica
definicién.

2) Se tiene {*a :a€ V(TR )}zV(IR) C*[ V(IR)]
§ V(*IR) como veremos pronto. Los objetos internos de V(®*IR)

son aquellos que nos interesan especialmenté por sus ''buenas
propiedades’. Los objetos en V(IR) se llaman objetos standard
y los de V(*IR) \ *[V(IR)], objetos externos.

A, v(*IR)
AR (VR |
i e
Ejemplo: Como IN € V(IR) (de hecho a Vj(R )], IN tiéne su ima

gen *N hajo* en V(*IR). Como IN es una relacidn en
V(IR), *IN es una extensidén de esta relacién; tenemos entonces

IV € *IN, vy se puede probar fdcilmente que IN es segmento ini-
cial de *IN. En V(*IR) trabajamos con *IN en lugar de IN, en
general. Notemos que INEV(*IR) también (ya que n € V(*IR) pa-
ra cada n € IN). "IN es el conjunto de los hiperenteros no ne
gativos. Como en V(IR) es vialida la proposicién

(#x € 17) (Juv € M) (¢ > x) (notar que es férmula acotada),
tenemos que en V(*IP) es vadlida la proporcidn (Ux € *IR)

( v e *m) (v * x). Si llamamos hiperreales a los eltos. de

*IR, entonces tenemos que para cada nlmero hiperreal existe
un hiperentero que es mayor que él. Como en §1, se demuestra

que *>, es una extensidén de la relacién > en V(IR). En general,
si " e v[IP) es wuna relacién, entonces "0 e v[(*TP ) es




2%

una extensidnle ¢. En particular, cada funcién 4.€ V(IR) tiene
una extensidn *4 en V(*IR).

Continuando con nuestro ejemplo, podemos demostrar
que *IN es un objeto interno: V(IR) |= (u € v)[IN, v, (1R 1]

(i.e. en V(IR) es vdlido que IN € V, (IR)), entonces, por el
principio de transferencia, se tienc
VI*IR) |= (u € v) [*IN,*[V,(IR)]]

6 "IN & ¥V lIR}], pevo *[V; (IR)) C *LV(IR)]

“IN € *UV[(IR)], o sea, es interno.

Observaciones: 1) La siguiente discusidén nos mostrard la im-

portancia de los objetos internos y del

papel que desempefian las fdérmulas acotadas: Por un lado, V(IR])
y V(*IR) tienen las mismas propiedades expresables a través de
férmulas en el sentido de la condicidn (iii) del teorema ante-
rior; por otro lado, sabemos que todo cuerpo ordenado completo
es isomorfo al de los nimeros reales standard y, por lo tanto,
ro puede ser una extensién propia de este Gltimo, (significaes
to que el axioma de completitud no es expresable en nuestro len
guaje?, o bien, nos preguntamos (si es formalable, qué expresa
al ser interpretado en V(*IR)?

El axioma es formulable mecdiante

(ux € V,(m 1) lx 2 IR . "x es acotado superiormente! "y tie-
ne un supremo”) (obviamente "x es acotado sup.”" y "x tiene un
supremo"” pueden ser expresados en nuestro lenguaje), mids preci
samente tenemos:



1:3:

VIIR) = (#x € u) (x € v . "x acotado sup".

> "x tiene un supremo')| UI(IR); iR];
por el principio de transferencia queda
VI*IR) |= (¥x € u) (x € v o "x...) [‘{V,(IR)I.'TRL

es decir, en V(%*IR):

(¥x € *[ V. (IR)])(x € *IR . "x acotado sup" =
1 p

"x tiene un supremo') (obviamente aparece la relacidn *< en
lugar de z donde corresponda). En otros términos, todo sub
conjunto de *I? que estd en '[v,(m )1 v que es acotado supe-

riormente tiene supremo. Pero los subconjuntos de *I? que es
tin en *[V’(IP)] son precisamente los subconjuntos internos
de *I, entonces, el axioma del supremo en V(*I? ) .dice lo si-
cuiente:

"Todo subconiunto interno de *I® acotado superiormen
te tiene un supremo’. ’

La palabra interno no puede ser omitida porque, como
veremos luego, hay subconjuntos de *IR que no son internos.

2} Del mismo modo se puede demostrar que en V(*IP):
“'Tode subconjunto-interno no vacio de *IN tiene

un-clemento minimal™,

Ljemplo: 1IN es externo (en V(*IR)). En efecto, supongamos
que IN es interno, entonces podemos demostrar  que
*IN \ I¥ es también interno:
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¢ = [(¥x € u,(m) \ Py e v, (IR} R )
(y\ x €V, (1R )) es verdadera en V(IR)

(la diferencia de dos subconjuntos de IR es un subconjunto
de I?), luego, es verdadera en V(*IR) en la forma:

x4 = (¥x € ¥V, (IR)] \ *IR)(#y € ¥V, (R]] \*R]

(v \ x € *[V, (Im)))

Tomando x = *IN (sabemos que es interno)

uw = 1IN (suponemos que es interno), queda

XN\ IN € *[U, (IR)], entonces *IN \ I es interno. Ademids,
Ay \ IV es no vacio (hay enteros infinitos), luego, por (2)
de la observaciédn anterior, *IN \ IN tiene un primer elemen
to w. Como w-1€ IN, (w-1) + 1 = w € IN., Contradiccién!

Observacidn: Ya nos podemos dar cuenta de la importancia que

pueda tener el saber reconocer los objetos in-
ternos. Para esto hay algunos criterios y teoremas Gtiles que
citamos a continuacidn:

Proposiciones: 1) Un objeto a € V(*IR) se 1llama standard
ssi a = *b para algin b € V(IR). Todo

objeto standard es interno. En efecto, sup. a es standard,

entonces a = *b con b € V(IR), entonces V(IR)[= b € V, (IR)

(para algn n €Eijo), luego V(*IR)|= *b € *(V (IR]]. Asi

a = %b.€ *.UVIIR)] .
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2) Los elementos de un objeto interno son inter-
nos.

3) Un objeto C es interno ssi es elemento de un ob
jeto standard. En efecto, si C es interno, entonces

Ce VY (IR)] =xi:€ €i¥V (IR}) spaTa  algin' n._ - Tomar
i L &

b =v, (IR) (€ V [IR)), entonces C € *b. Reciprocamente,

si C es elemento de un objeto standard b, entonces.C es ele

mento de un objeto interno, a saber, b (por (1)). Por (2),
tenemos que C es interno.

4) ‘La unidén de los eclementos de un objeto interno
es objeto interno.

5) El conjunto de todos los objetos internos que son
subconjuntos de un objeto interno es un objeto-interno.

6) E1 dominio y el rango de cualquier relacién bina-
ria interna son internos.

7) La imagen de un objeto interno bajo una relacién
binaria interna es interna.

8) (Criterio de definicién interna). Sea

¢(v7,...v u) una formula acotada con variables libres

n’

V,,...vn, W, Sean Qpeee, @y objetos internos, entonces

el conjunto {b € a, : [} [a,,... an,b] es verdadera en
V(*IR )} es un objeto interno.
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Dem. Para algln m € IN, todos los a; pertenecen a
¥ Uy (IR} . Por ottra parte,

VIIR) |= (%uy,eee, yp € Vp (RIV(ue v, (1R))
[ u={x¢€ Yy * ¢(z/, un,x)})

Por el principio de transferencia,

VIRIR] == [Bgpaiedin EPUSHIIRIT P Juttesp v - F 2 FRPT)
(u={x€uyp : dly,,.... Yo%}

Tomar y, = a; € *[Vm(IR)], entonces el u de arriba es preci

samente el conjunto en la tesis y, ademds, es interno
e %
( [Vm¢, IR .

Observacién: Tal como anunciamos, damos ahora algunas formula

ciones equivalentes del principio de saturacidn:

Nt e

1) Para toda sucesién de objetos ™ en V(®IR), digamos (an%’enw
existe una sucesidn interna (bn)nE*DJ de objetos en

YEHIR ) tal que b, = ay para n € I,
2) Previamente damos una definicidn:
Una relacidén binaria R en V(*IR) es concurrente en un con-
junto A si siempre que Xgse0e, Xy € A0 domi iR ke N
hay un y € 2 g (R) tal que (xé,u) € Run s 1 s N SESIED
para cada n.
Tenemos, entonces:
V(*IR) es saturada ssi siempre que una relacién interna bina-

ria R es concurrente en un conjunto A a lo sumo enumerable, en-
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tonces R es satisfecha en A (i.e. hay un y € ng(R) tal que
(%,¢) € R . para todo cx €A,

Ejemplo: R definida mediante
lx Jylner Riagdossn. 0 <y ¢ i,y e, €0 %R

R es relacidn binaria interna, ademds, R es concurrente
en A = {% :n€ IN }. R es satisfecha en A, por ejemplo,
[= ., ¢l &R para todo n € IN si ¢ es infinitesimal positi

Observacidén: Indicamos ahora algunas consecuencias del prin
cipio de saturacidnv
1) Todo conjunto interno es finito o no enumerable.

2) Todo conjunto enumerable de hiperentercs infinitos

(i.e. de elementos de *IN\IN) tiene una cota inferior in
finita en *IN,

3) Todo conjunto enumerable de infinitesimales positivos tie
ne una .cota superior infinitesimal en *IR,

Proposicidn: Sea H € *IN \ IN un hiperentero positivo, enton
ces {K € *IN: K < H} es interno.

Dem. Basta usar el criterio de definicidn interna con
¢lu,v,w) = w < v, entonces:

(ke YT o URpIs = YN, B, K1)

es interno (por ser *IN interno, H interno (es elemento de'un
objeto interno) y < relacién interna).
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Definicidn: Un conjunto X interno se llama hiperfinito
si hay H € *IN y una biyeccidén interna
f: (K€ *WN: K < H} » X. H se llama la cardinalidad in-

terna.de Xotf th = [X|. Si H €*W\N decimos que X s * fi
nito.
Observaciones: 1) Se puede demostrar que todo conjunto

*finito de objetos internos es-inter

no. Como consecuencia: Si A y B son internos, (A,B) tam
bién,

2) Si X es *finito, entonces su cardina
lidad (externa) es infinita no enumerable (esto es conse- .
cuencia de la saturacidn).

§3 EL ESPACIO DE PROBABILIDAD DE LOEB

Proposicidn: Sea A conjunto interno. La familia % de sub-
conjuntos internos de A es interna y es un

dlgebra de subconjuntos, es decir, A € #; B, y 82 E‘ﬁ =>

=> 8, U 82 € A,; A-BedsiBe 75(. Mds alin, una unién

*finita de eltos. de 4 pertenece a #.

Dm. Ya sabemos que # es interna. Como A es interno, A 674—.
Sean ahora 5’,82 €ef, tenemos By U B,={x € A: x €B,v xE€ 8,1},
por el criterio de definicién interna, 51 U Bz es interno,

luego, B, v B, €#. Ahora A\ B = {x € A: x ¢ B} por el mis
mo motivo A\ B e A .
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Sea {By,... B, } cd, we ‘IN,wfamilia *finita de
subconjuntos internos de A, entonces M Bn e#:
w

U B = {xe€4 R L7 TR RSP k’zeBn)},
n=1 '

w :
por el criterio de definicién interna,'yiL:J7 B, ‘es interno;
luego pertenene ad .

Observacién: 1) Notar que no podemos concluir que
ngw B, EA— para (B"’)VLEIN sucesidon de

eltos. de A (se podria pensar en tomar By, = ¢ para
n€ *IN\ IN, n <w, pero no se puede demostrar que (Bnui,
es *finita).. j 5

2) Los conjuntos hiperfinitos son herra-
mientas poderosas por dos razomes: (a) por el principio
de transferencia, cualquier proposicién elemental que es va
lida para todos los conjuntos finitos, es vdlida también
para todos los conjuntos hiperfinitos, y asi podemos.apli=:
car argumentos de conteo .en conjuntos hiperfinitos. (b) es
tructuras standard infinitas pueden.ser aproximadas median=
te estructuras *finitas.

Observacidn: Dado un conjunto hiperfinito X € *IR pode-

mos formar la suma I a vy mix {a:a€X },etc.,
a€X }
ya que la sumatoria como operacidén sobre subconjuntos fini-

tos de IR estd definida (y estd) en V(IR), por el principio
de transferencia’'su existencia y propiedades éeAtransfieren
a V(*R) cuando trabajamos con conjuntos hiperfinitos.



20
Definicidn: Sea Y conjunto interno,
PRI 1= {B 2 B.C ¥, B interno}.
Observacién: 1) Ya sabemos que *P(Y) es interno.

2) La de arriba es efectivamente una defi-
nicién, ya que P(Y) € V (*IR) y, por lo tanto, no tiene
imagen bajo *. i

Definicidn: Un espacio de probabilidades hiperfinito

es un par (A, p) donde A es un conjunto
hiperfinito no vacio y u es una funcién interna
WA S ALOE Tilee tads qued 18 @) seaidn
ac€A

Si B € *p(A), definimos u(B):= £ wulal.
acB

Observacidn: 1) Si tenemos, entonces, un espacio de proba-

bilidades hiperfinito (A,u) y u definida
para eltos. de *P(A) como arriba, decimos que p es una medi-
da de probabilidad interna sobre A.

2) En forma similar a aquella en que estudia-
mos el adlgebra de subconjuntos internos de un conjunto inter
no, podemos probar que p es una medida de probabilidad finita
mente aditiva, mds alin, que es *finitamente aditiva. Este ti
po de demostraciones también puede ser abordado mediante el
Principio de induccién interna que dice:

8i §¢ ™, S interno , 0 €S y nes

=> n+ | €S, entonces S = *IN ,
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Definicidn: Sea A hiperfinito. B(A):= o-dlgebra sobre A

generada por los subconjuntos internos de A
(en el sentido usual), es decir, B(A) = o(*P(A}). Los eltos.
de B(A) se 1laman subconjuntos de Borel de A. a

Observacién: *P(A) contiene, por definicidn, sélo subconjun

tos internos de A, sin embargo, si A es infini
to, entonces B{A) contiene tambi&n subconjuntos externos de
A (pensar en que un conjunto interno A es finito o infinito
no enumerable y en que todos sus elementos son internos).

Por este motiveo u no necesariamente estd definida para todo
conjunto de Borel.

Proposicién: Sea X conjunto interno en V(*IR), y sea
(A")nGIN sucesién de elementos de *P(X), es

- 3 ol
decir, de subconjuntos internos de X, tal que ﬁbg_ng, A,
m
Entonces para algln m€ IN | AO c u’ Aye
S
Denm. Por el principio de saturacidn, hay una extensién in-

terna (A”)nE‘IN de 1amsucesién (An)nEIN (ver pag.16).
El conjunto {m € *IN : A, C aY1 An} es interno, ya que estd

definido en términos de pardmetros internos (*IN,m, la suc.

(Ap) cvqy! Y usamos el criterio de definicién interna. Es

te conjunto es no vacio, entonces tiene un primer elemento.
Ademds, este primer elemento debe ser finito porque este conjun
to contiene todos los enteros infinitos, pero no puede ser
igual a *IN \ IN porque este Gltimo es externo.

Corolario: si (B, es una sucesién de elementos de
I < n€IN

*P(X) no vacios,disjuntos, entonces U B, ¢ *P(X)
N
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Dem. Sea B := U B ., Supongamos que B_es interno
et 0 N " 0
(i.e. € *P(X)), entonces la sucesién (Bn) es una

o 0<n € IN
cuv B Entonces, por
m n=1
€ U B, para algin m finito. Con
n=1

sucesién de eltos. en *P(X)y, ademids, B

0 n®

la proposicidén anterior, B,
tradiccién!

Observaciones: 1) El1 corolario anterior dice que una uniédn

numerable B de subconjuntos internos,no va
cios,de un conjunto interno A no es subconjunto interno de
A, es decir, no estid en *P(A) y, en consecuencia no esti defini
da p(B) si estamos trabajando en un espacio de probabilidades
hiperfinito (A,u). Sin embargo, B8 € B(A), el o-dlgebra genera

da por *P(A). Uniones numerables (sobre IN) de eltos. de B[A)
estian en B(A),

2) Sea A conjunto interno y sea u una probabi
lidad interna sobre el dlgebra *P(A) que es finitamente aditiva
(este es el caso de un espacio de probabilidadeé hiperfinito
(A,u)), es decir, ule) =0 y ulB, U By)= ulB;)+ u(B,] para
8,, B, € *PA)  y p: *P(A) > *0,1).s.8ea ,v definidasien

*P(A) mediante: v(B):= °(u(B)) para B € *P(A) (también escribi
mos v = °u), entonces v es finitamente aditiva y v:*P(A)=[0,1].

Teorema: La medida de probabilidad finitamente aditiva v so-
bre *P(A) tiene una {nica extensién o-aditiva, tam-
bién denotada por v, definida sobre B(A).

Dem. Por la proposicidén anterior, una unidén infinita enumera-
ble de conjuntos no vacios,disjuntos en *P{A) no es ele-
mento de *P(A). Entonces v es o-aditiva en el dlgebra *P(A),

tenemos entonces una medida de probabilidad en el dlgebra *P(A),
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Por el teorema de extensién de Caratheodory hay una dnica me-
dida de probabilidad V que extiende v a B(A).

Observaciones: 1) Siguiendo la demostracidn de teorema de

Caratheodory, vemos que la extensién vV a
B(A) es la restriccidén de la medida exterior v?* generada por

v a B(A), entonces para B € B(A): V (B) = v* (B) = inf{ £ v I(A.):
LEIN
(AL]LEDI sucesidén de eltos. de *P(A) tal que B = L:DJAL}.

2) Basdndose en (1), Loeb demuestra que para
cada B € B(A): '

v(B) = inf v (C) = sup v (C) y que hay un D € *P(A) tal que
CE*P(A) ce¥PA)
BCC CcB
vIi(B N P) v (DN Blli=i0

3) .Un conjunto 0 € A es v-medible si hay con
juntos de Borel B,C € B(A) tales que B A D Cilsiytv(C) = 0

Definicién: El espacio de probabilidad de Loeb asociado al es

pacio (A,u) es (A, L(A), v) donde L(A) := comple-
tacién de B(A) con resp. a v (= familia de conjuntos v-medibles),
y v es la medida de probabilidad generada por la parte standard
de u ségilin el teorema anterior. También se escribe (A, L{A), L{u)),
el espacio de Loeb asociado.

Observaciones: 1) E1l espacio de probabilidad de Loeb asociado
a un espacio de probabilidad interno (A,n)

es un espacio de probabilidad standard (en el sentido de ordina-
rio o clisico).




2) Por lo expuesto anteriormente podria
pensarse que la construccién del espacio de Loeb sélo es
posible cuando se considera como punto de partida en es-
pacio de probabilidades hiperfinito. En realidad, el teo
rema de Loeb puede ser enunciado en términos generales en
la siguiente forma:

Si X es un conjunto interno, A es un dlgebra interna so-
bre X, v es una palicacién interna de #A en *[0,1), fini-
tamente aditiva; y Wt [0,7] estd definida mediante

v, (Al = °(v(A)) y finalmente ¢ (A) es el o-dlgebra (ordi
nario) generado por /& , entonces la medida finitamente adi
tiva v sobre A tiene una Unica extensién, también denota

da por v, , a todo olA].

Las observaciones de la pdg. 23 también son vali-
das, mutatis mutandis, en esta formulacidn.

Ejemplo: (lanzamiento de una moneda)

Elijamos w € *IN \ N . X = (0,1} , el conjunto
de las w-tuplas internas. La cardinalidad interna de X es
[X|] = 2w e *wn\ IV,

A = fam. de subconjuntos internos de X.
Para A €k , sea u(A) = li% . Entonces (X, #,u)
2

es el espacio de probabilidades interno del experimento hi-
perfinito de lanzar una moneda homogénea w veces. Sea
(x,L{x), v) el espacio standard de probabilidades de Ageb

asociado a (x,f%zu) que puede ser usado como espacio bisico

24.

para infinitos lanzamientos de una moneda.
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Consideremos,por ejemplo, el evento interno An:"los
(n-1) primeros lanzamientos 7?n sello y el n-ésimo es cara'.
Si w es par, entonces A = “6 'Az’1 € # es el evento inter-
no '"'obtener cara por primerﬁ'&ez en un lanzamiento de orden

par en w tiradas.

w/? zw-Zn
Se tiene yu(A) = X 0
n=1 2
=“’£2 N ey T R
el 22" 7 7 AT
Como v = °y  tenemos v(A) = % g

(Qué pasa cuando queremos trabajar con eventos 'standard"?,

¢Hay coincidencia?. El1 evento standard B = U A2n € LX),
nGIN;

ya que L(X) es el menor o-dlgebra sobre X que contiene a %¥
(todos 1os eventos "standard'" asociados con infinitos lanza-
mientos de una moneda estdn entonces en L(X). '

!

Obviamente V(B) = 7T
p 5 A jm . % !
e O 1 ;7E
\)(5 A ) = O\J(S An )
ne=l Zn n=1 2n
]
] 2in 7
- : k 1
vl B = il 7 AZn) = éiz v ( # AZn) EREE

Al trabajar con eventos del tipo B se puede usar
(X,L(X), v) como un modelo '"standard'" para el lanzamiento

de la moneda infinitas veces.
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Proposicién: @ conjunto interno, si X:@ =+ IR es ‘P(Q)-medi-
ble, entonces °X:Q - TR := IR U {-®, =} es B(Q)

~ —

medible.

Dem. Para cada o € R, -
wea: °Xw <a) = U {wea: Xl <a-Lteslal,
n=1,n€IN

ya que cada {w < a - %} € *P(Q) por ser X *P(Q)-medible.

Nos interesa el caso (Q,u) espacio de probabilidades hi-
perfinito. En adelante denotaremos con P la medida de Loeb so-
bre Q.
Definicidn: §: 9+ 1R, F: Q> *R, Fes un levantamiento de
§ si Fes interna y °Flw) = §lw) P.c.s.

Proposicién: § : @ » IR es Loeb-medible (i.e. para cada a € IR

{we€Q : 6lw) <a} € L(Q)) ssi tiene un levanta-
miento.

Dem. " <= " Sea F: @ +» *IR un levantamiento de §. F interna.

Sea o € IR fijo, entonces {w € @ : Flw) < a} €*P(Q), ya que
F es interna, entonces F es *P(Q)-medible. Luego, °F = § es
8(Q) -medible.

" => " : serd demostrada en una proposicidén mids general que
presentaremos después.

Observaciones: 1) Méas que el caso (Q,u], espacio de probabili-

dades hiperfinito, nos 1ntT Tsa el caso particu-
lar en que p es la medida de conteo u(B) = y BUE AP Coi-
mo siempre, P serd la medida de Loeb asociada.



2) Dado @ hiperfinito y una funcién inter-
na F: Q=+ *IR, podemos formar siempre la suma I F(w). Defi

nimos I wee
E(F) := L F(w) - valor esperado de F. Tam-
CFY- o ot (w) TaT p
bién escribimos J F dF . Para cada 5 € *P(Q), B # ¢
Q
— i ) ;
E (F|B) := I F . , esperanza condicional.
(F|8) e (w) T8 p
Definicidn: 1) ;oF ¢3¢~ .%*IR ‘no negativa.se dice S-integra-
Les s

i) F es interna
ii) TE(F) es finito, i.e. existe : € In, tal que |E (F)| < =,

iii) “E(F) = 1lim °E (F ~ n).

) 00

2) F a0+ %R se dicé S-integrable si a .la vez
F* := max {F,0} y F~ := min {F,0} son S-integrables.

Definicidn: F : Q- *IR se dice S-acotada si hay un n € IN que

es una cota superior para |F{w)]

Observacidn: Toda funcidén interna S-acotada es S-integrable:

In efecto, basta considerar F no negativa.
Sup. Flw) < n

’
_ - i

1
E(F) = ¥ Flw) < z
: wen (2 wep 19
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— 1
ahoray:' Lim %€ :(Fraemlie Tim o i dE Gy a-m) ) 7 para
Mmoo mee  weq (@) |0

m > n se tiene

1 1
G (B e 1 ) e P~ L) i ¥ Flw) )
wen |2 WeQ =
= °E (F)
luego, 1lim °E(F . m) = °E (F)

m-+c

Proposicién: 4 : @ » IR; 4 integrable con Tespecto a la medi

da de Loeb ssi 4 tiene un levantamiento S-inte-
grable F.
Ademds, si F es levantamiento S-integrable de {:
°F (F) = E(4), i.e.

!
e T ° §lw) dw
wen "y %

Dem. Ver Loeb p. 117,

Observacién: En los términos mis generales de la observacidn

en la pdg. 24 se tiene de hecho el siguiente re-
sultado:

Si 4 es una funcién interna,ﬂ‘medi?le que toma valores
finitos en X; entonces, para cada A € A, J {dv = J°§dvo
A A

Proposicidén: Una funcién F: 0 » *IR es S-integrable si y sélo
si F es 1interna y para cada conjunto interno BCQ
de Loeb-medida 0 ( en esta caso °u(B) = 0), I Flw)

1
=~ 0,
wWEeB TﬁT

Dem. Ver Anderson p. 18.
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Proposicién: (Q,, uyl, (Qz, ”2) espacios hiperfinitos.

U ca, x Qzl. Si U es sedible con respecto al
producto L{u;) x L(u,) de las medijdas de Loeb Liug), Lluy)

sobre 2, QZ' resp., entonces U es medible con respecto a la
medida de Loeb L(u, x u,) sobre Q, x Q, v ambas medidas coin
ciden. (i.e. U medible respecto a (Q, < q,, L(Q,)x L(Qz),
L(u’j x L(uz) ) (completado) => U medible respecto a (Q7 x Q,,
Lo, x 9,0, Llu, x u,))).

<

Dem. Ver Anderson p. 28.

1.3 4w

Observacidn: EI reciproco no es cierto. Ver/ﬁoover "Ann. of
Math. Logic" 14 (78) pp. 287-313.

Proposicidén: (tipo Fubini). Sean 01, QZ espacios hiperfini-
tos v sea 4: Q, x QZ + IR, funcidén Loeb-medible

acotada sobre 2, x 0, (i.e. para cada a € R, {w € 2, x q,

{lw) < a} € L{Q, x 2,) v |4] < » para algiin « € IP). FEntonces

i) para casi todo w, € 9y, 5(w,,-) es Loeb-medible en Q.

ii) 1la funcién g(w,) = I é(w’, wz) dwz es Loeb-medible
en Q,.
iii) [ §lwy, wz)'d(wl, wZ) = J (I flwy, wz) dwz) d@,

Dem. Sean (Q,, u,), (Qz, uz) los espacios hiperfinitos vy
P = L(U, X Uz). .

‘J’e/o J/S\oo de TNl L\AMGL S—VL"Q vz
‘}ﬂ/\f\&‘}\’\/ {3132_ « Sy > W Gt e d e
Com vimpedin o LR AL Al £5 N
e ) mekible. Com L (215 ) 2
L (24 L) e Ghedon 2 wes
%(nge WC&&‘/\"“\W notvs Yoo ke SL



Sea A C 2, x 2, v para cada w; € 9y,

4 ; = ng e Bt hv,, wzl € A}

lLas proposiciones (1)-(4) son equivalentes:

(1) PlA) =0

(2) Para cada n € IN hay A" 2 A, A" interno 6 T
A" e *p (9, x 9,1, tal que P (A") < I/n.
! Z

(3) Para cada n € N hay A" 2 A, interno, tal que
n 1
L(“I)(L{UZJ(AWI < E)) =1 - 1/n.

(4) Para casi todo w; € Q;, L{u,l(A, ) = 0 .
]

Ahora, sahemos que 4 tiene un levantamiento finitamen
te acotado F:

o) 0 : L '
[ W (F es _interna, °Flw]= 5(&) P - ¢c.s. v como

Chl ek e | 2F | et CUE | cery e IR ¢ Pl e s, entioncels

-

] R A A . P

Sea A:= {we 9, x 2, ¢ °Flw) # 4{{w)}.
- 1 2 = 28

A tiene P - medida 0. Por (4): para casi todo
Wy € @ L‘”Z)(Awl) £ 01, d.6€. L(uz) {wz € Q,: F(w,,wz) #
((w,,wq)} = 0. Luego, para casi todo w, € Q,: F(wl,-) es un le
vantamiento de <(w1,-). Entonces, para casi todo w,; € Q ,

l(w,,-) es L(uzl - medible. Asi tenemos (i).

Sea, ahora, Glw,):= I Flw,,w,) il .la "integral
1 12
w,€Q, {nzl

de F(w,,-)”; en aquellos puntos w, donde F(w,,~) levanta a <h%,-L
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tenemos que F(w,,-) es S-integrable c.r.a. u, ( ya que
F(w, ,*] es interna y S-acotada (!)), ademis,
1
] = o
G(w,l T F(w,, wz)

[ Hg S Ry 12,]

= J5 (w,, w2) dwz

=g (w)) (esto para casi todo W),

luego, G es un levantamiento de g en Q, (notar que G es inter
na). Como g tiene un levantamiento, g es L(u,)—medible. Asi
tenemos (ii). Finalmente,

1
J ﬁ(w,,wz)d(wi,wz) = °f F(w’,wz) Th7TT§;T' (F es levanta-
miento S-integrable de ()

1

o 1
= T (¢ F(w,,wzl IQZT ) - En

lU, wz

!

- °r ) i - [g(w,) duw,

Observacién: La nocién de parte standard y la nocién de levan
tamiento también pueden ser definidas para espa-
cios de Hausdprff!"iﬁbtﬂfdjb(*s &4&uvﬁ&ﬂﬂ
Consideremos un espacio de Hausdorff(g € V(IR).
Para cada punto b € *S hay a lo mids un punto p € S tal que b € *A

(!) En realidad tenemos |F| < 2 € Ry P{w € Q,xQZ:|F| >} =0,
s s, s

=: B, internc
pero podemos modificar F, tomando F, def. mediante

i { F si we BC
F,('ﬂ) =
ln si wesB

F, es interna y S-acotada.
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para cada vecindad A de p: si existe tal p, entonces
ben{*A: pe A y A abiertoc de S} y

decimos que p es la parte standard de b (p =: °b). Si exis

te °b, decimos que b es casi standard. Para el espacio eucli

deo IR™, m € IN, un punto b € *IR™ es casi standard ssi es

finito (i.e. cada componente es finita).

Proposicién: S,T espacios de Hausdorff y cada punto tiene

una base de vecindades numerable. Una funcién
§: S » T es continua si y s6lo si para cada punto casi standard
b€ *S :°(4(b)) = §(°b) (usamos la convencidn §(b)= (*4)(b)).

Observacidn: La proposicidn en el caso 4 : IR+R toma la for
ma: 4 continua en x € IR siempre y cuando para
todo y € *IR: y =~x => *4(y) = 4(x).

Damos la demostracidn en este caso particular:
"=>"" Supongamos { continua. Entonces dado ¢ € R , existe
6 € R, tal que:

VIR) |= 4y € IR(|x-y| <& » |4(x)- §ly)| < e ). Luego,

VI*IR) |= ¥y € *R|x-y| <&+ [§(x) - *4ly)]| <€ |

Sea ahora y = x, entonces |x-y| < &, luego,
[*§ty) - 4lx)| < e, i.e.

para todo y € *IR (y =~x => |*4(y) - §(x)] < ¢ )
con € € IR cualquiera; entonces y =~ x » *4ly) = §(x]).

"<=" Sup. y =~x => *{ly) = 4(x), vy que § no es continua
en x. Entonces existe ¢ € IR, tal que

VIRR) |= #6e€ R, Jye IR ([x-y| <& . [§lx) - §lyl] > €)
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Luego,
VIR ) = & 8 e ®R Sy ie R lla-yl < & 5 ()2l el

Tomemos § = ¢ (infinitesimal positivo), entonces. existe

g€ "R con |x-g| 4o, 1.8.7 x =y, tal gque

[4lx) -*4(y)| = e € IR,, pero [§(x) - *fly)> € € me, =
§0x) & *4(y).

Contradiccidn!

Definicidn: Sea S espacio de Hausdorff y sea ,
§ + Q~+S, F: @ ~ %S, F es levantamiento de
§ si F es interna y °F(w) = 4(w) para casi todo w € Q

Proposicidén: Sea !4 un espacio métrico separable (espacio
métrico con base numerable). Una funcién

§ : @+ M es Loeb-medible si y sélo si 4§ tiene un levanta-

miento F : Q + *Y

(Esta proposicién generaliza una anterior con M=IR).

Dem. "<=" F levantamiento de 4. pmétrica para M. Para

p €4, n € IN, sea Sylpli= {q € 4: plp,ql< 1/n}.
Como /i es separable, basta con demostrar que para cada
pEN y ne N, 5"1(Sn(p)) es Loeb-medible.

Para p,q € *Y, escribimos p(p.q) en lugar de
(*o)(p,q).
Sea U= {weE QqQ: °Flw) = 4§(w)}, U tiene Loeb-medida
1. Para w € U, son equivalentes:
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jlwl € s (p)
pilsm, R < R

(e E (G REs S

—_

we U o oelp, Flal) s © 21}
& B2l

luego, U N 5'1 (Spin)) € L(R), ¥y entonces J"(Sn(p)) es Loeb-
..xedible .

" =>": Supongamos §: @ - i, Loeb-wmedible. Sca 5;, 3
una base de abiertos para la topologia de .l y sean

-1 : :

¢ = §(8,). Cada U, es Loeb-medible, entonces hay conjuntos
3 e (W A ! A = ” 2
internos .\ “tales que _P (An A Un) O (ObiSe 2 ,=pdg . 23).
Podemos escoger una nueva sucesidén A de conjuntos internos

. b ' ) S AT it ' =
tal que P (A, & Uy) = 0 y, siempre que Uy; N oo N Uy gy ¢,
se tenga A” RN R A“h = ¢. ILsto puede ser hecho en forma
inductiva:

e ' 2 ) - o ! ( ! =)
An : A " U {Aml B e apds O Amh Doy <on, li, N Lm] Neiy a th o .

Para cada n € IN, sca G. el conjunto dec todas las fun
’ ’1 —

ciones internas F: § » *4{ tales que para todo m < n, F aplica
A, en *Sn, entonces G,, es un conjunto interno (estd detfinido

en términos de entidades internas) y, por la cecleccidén de los
1

Ap, G, es no vacio. Ademds, Gy 2 G, 2 .... Por el principio

de saturacién, hay un F € -0 Gy, entonces F es una funcién in-
NEIN
terna de 2 en *i. El conjunto U= @\ U (A, A U,) tiene Loeb-
nel
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medida 1. Para wel, F(w) € n {*S : f(w] € Sy}. Como los
Sp son abiertos y ademds, forman una base para la topolo-
gia de M, tenemos, por definicién de parte standérd, que

°Flw) = §(w) cuando w € U. Asi F es un levantamiento de §.

Observacién: 1) Dados dos espacios métricos L y M, de-
notaremos mediante C(L,M) al conjunto de
las funciones continuas de L en M. Nos preocuparemos es-
pecialmente de los espacios IR™ con la norma lyl = maxlykL
de los espacios C([0,7], IR™) con la norma I{l= suplf(¢)!,
0<zt<1]

y de los espacios C(IRQ, IR™) con la métrica ol fagl =ong 278
n=l

min (1, sup V4(y) - glyll).
yl<n

Todos €stos son espacios métricos separables. Las
dos dltimas métricas proporcionan la topologfa compacto-abier
to con la base numerable C(K,U),K compacto, U abierto.

2) En general, si L y M son espacios métri-
cos separables y L es localmente compacto, entonces C(L,M)

con la topologia compacto-abierto es un espacio métrico se-
parable.

3) Por el principio de transferencia, cada
F € *C(L,M) es una funcién de *L en *M.

4) - La siguiente proposicidn caracteriza °F
en términos de los valores de F: Sean L y M espacios mé-
tricos separables, L localmente compacto, C(L,M) con la to
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pologia compacto-abierto. Si § € ¢ (L,M) y F c*C (L,M), en
tonces F = 4§ ssi para cada punto casi-standard b < *L, °(F(b))= §(°b).
A &

RIS S A W y L A\ S
‘ (&»( LL—A*’PD‘ngh. Co u~b:;¢k; QJGVGJ;F{)

§ 4 PROCESOS ESTOCASTICOS HIPERFINITOS

Para analizar procesos estocdsticos, aproximaiemos el in
tervalo de tiempo [0,1] mediante un conjunto hiperfinito T.
Sea At wun infinitesimal positivo tal que 1/At es hiperentero:
178t e XS sNe,

Sea T el conjunto hiperfinito

T

§0,, 42, 2L, .\ oy il

{K 8t : K e*N, 0 <K At < 1}; 1llamaremos
a T la recta temporal hiperfinita.

Usaremos x, 4, £, u para denotar elementos de T. Por
comodidad, elegimos At de modo que 1/A% = L! con L €*N~N;
de este modo cada n@mero racional m/n & 0~ [0,1] también es-

td en T

f 3 At (L!—l@éf
0 At 2 At 1
LS S = Mg pt oy adenfiE, 0 <. L' < L! ya
7 - T i 5 ; Sep b 5 Loy
m il
que ¢ < = < 1.

Ningln némero irracional 2~ ¢ [0,1], estd en T, pero hay
un Gnico &€ e talyquesd < o< & bt @ Enficonsecuencialf Va
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o .

aplicacién parte standard T » [0,1] aplica T sobre [0,1].
Proposicién: Un conjunto A ¢ [0,1] es Lebesgue-medible si y

sélo si B := {£ e T: °t ¢ A} es Loeb-medible.
Mds aln, si A es Lebesgue medible, entonces la medida de Le-
besgue de A coincide con la medida de Loeb de B.

Dem. Anderson p. 24-25, Henson.

La proposicién anterior conduce a una caracterizacidn

de las funciones Lebesgue-medibles.

Definicibén: Sea M un espacio de Hansdorff, sea §:[0,1] - M,

y sea F: T - *M, interna. F es un levantamien-

to de ¢ si °F(%) = §(°2%) para casi todo teT. ({.e., c.n.a.
LT, PR«
Observacién: Si definimos §; ¢+ T > M mediante §,02) = §(°2),

entonces F es un levantamiento de f ssi F es
levantamiento de 67 en el sentido anterior (pig. 33 ). Recor-
demos que la definicién anterior hablaba de funciones f:Q2->RR,
F: @ »*R, ahora tenemos § definida en [0,1].

Después se combina ambos tipos de levantamiento al con
siderar funciones §: @ x [0,1] - M.

Corolario: Sea M espacio métrico separable y ¢: [0,1] > M.
_ Entonces § es Lebesgue-medible si y sélo si tiene
un levantamiento F.

Dem. Hagamos 61(§) = 4 (°£), £ & T. Por la proposicién an-
terior, para cada abierto U c M, 6'7(U) es Lebesgue-me-
dibleéaig;l(ul es Loeb-medible, ya que fil(U)= {te T:6I(£)c uy
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= L el tdlftl & W= {fe T te 6_1(U)}. Luego, f es Lebesgue-medi
ble ssi 67 es Loeb-medible. Pero 6’ es Loeb-medible ssi tiene un levanta-
miento F. Por la observacién previa F debe ser también levantamiento de §.

Observaciones: 1) Sean A,B conjuntos hiperfinitos, sea AB el conjunto de

todas las funciones internas F:B = A, A2 es también hi-
perfinito vy IABI = IA][BI .

2) Estudiaremos procesos estocdticos sobre un espa
cio muestral @ con valores en un espacio métrico separable M. En
lo que sigue supondremos siempre que:

2.1 T =1{0, At, 2A%,..., 7} com At = 1/L! para
algin L € *IN~ N .

2.2 Q es un espacio hiperfinito con medida de Loeb
P uniforme, i.e. P es generada por la parte

standard de p, con u(B) = TET » Biie frdea

2.3 M es espacio métrico separable con métrica p.

Para a, b € *M, escribiremos pla,b) en lugar
de (*p) la,b).

Definicidn: Un proceso estocdstico es unh funcién x:Qx[0,1]+M

tal que cada x(-,t) es medible. (i.e. para cada
abierto U € M, {we Q: x{w,t) € U} es Loeb-medible [ € L(Q))]).

Un proceso estoclstico hiperfinito es wuna funcién interna
Xor il s Hi

Definicién: Sean x un proceso estocdstico y X un proceso esto
cédstico hiperfinito.

X es un levantamiento de de x si °X(w,£) = x{w,°%) casi segura-

mente con respecto a la medida de Loeb en QxT.

X es un levantamiento uniforme de x si, para casi
todo w € @, (¥t e T) °X{w,2) = x(w,’%).
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Definicidn: Un conjunto o funcién se dice Q x [0,1)-medible
si es medible con respecto al producto de 1la me
dida de Loeb en 2 y la medida de Lebesgue en [0,1], y O x[0,1]-

medible si es medible con respecto a la completacién del pro-
ducto.

Teorema: Una funcibn x: @ x [0,1] + M es © x [d?fj-medible
si y sblo si tiehe un levantamiento

(i.e. 3 X: @ x T > *M, t.q. °X(w,2) = x(w,°t), P 5.)

QXT_C'

Dem. No se da, wusa herramientas mis poderosas del 4nalisis

no standard. Notar que X no necesita ser un proceso es
tocdstico. (ver Keisler §7)

Definicidén: Un proceso estocdstico x: O x [0{1] - M es con-
tinuo si x(w,-) es continuo en [0,1] para casi
todo w €& Q. "
Obs.: Todo proceso continuo x sobre Q es @ x [0,1]-medible,

MAs aln, si x(w,Z) es continuo, entonces hay un proceso
Q x [0,1]-medible y (w,%) tal que ylw,-) es continuo para to-
do we o yxfw,-) = ylw-) c.s.
Teorema: Un proceso estocdstico x es continuo si y sbélo si

' tiene un levantamiento uniforme (i.e.ﬂx: QxT->*t.q.

para casi todo wéE Q : (¥ 2eT) X(w,2) = x(w,’2)).

Dem. Supongamos que x es continuo. Sin pérdida de generalidad supongamos
que x(w,-) es continua para todo w. El espacio C([0,1],M)
con la métrica del supremo es separable. Definamos y:Q - C{[0,1],M)

mediante y(w) := x(w,.). Como x es proceso continuo, ¢ es medi-
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ble en Q. Luego, (pdg. 33) y tiene un levantamiento
Yo >R 0L ], M),

Sea U el conjunto de todos los we& Q tales que ‘Y(w)=ylw).

Entonces U tiene (Loeb-) medida 1. Sea w e Uy £ eT. Setie
ne °(V(w)(£)) = ylw) (°£) (pég. -35 (4)).

Definamos X : @ x T » *M por X(w,t) = V(w) (Z).

Entonces °X(w, %)

(Y (w)(2))

gl (%2), = o i, St ),

Asi X es un levantamiento uniforme de x.

Ahora supongamos que X es un levantamiento uniforme de
Xx. Para todo w en un conjunto U de medida 1, se tiene
°X{w,2) = x(w,°t) para todo t € T. Sea we&lUye >0 real.

Cuando £, o £2 se tiene:

o _ 0 ” 0 = 4
X(w,g,) = x{w ,f,) = x(w, £2) = X (w,fz) ’
entonces
(*) oiXlw,2,), Xlw,2,)) < ¢
Sea  A:s {n €'R: (¥t,,2,eT)l|2,-2,] <n=> (*)) an <1}

A es no vacio (2A% € A), interno y acotado sup., luego, tiene
un supremo §. Ahora, § no puede ser infinitesimal, ya que A
contiene a todo infinitesimal positivo y es interno lo que impli
ca que A contiene algin real (& Ry-). Asi existe & = sup A
cont 0 < §E R,.
Sea (&, - —Zl < §, entonces p(X(w,ﬁl),X(w,fz)) £.8.. a0

mo p es continua en M x M, tenemos que siempre que 4, 4, son rea

Jisi=t2
les |4, - 6,1 < 6,0 (x{w,s,), x{w,5,)) < e. En efecto, existen
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. o _ 0 _ _
%), Ly e Tcon °t, =4,, °t, =4, y entonces E L, <8

y se tiene D(X(w'fl)' X(w,iz)) < €; ocupando ahora la obser
vacién (4) en pédg. 35, tenemos

TlelXlw, ), X(w,2,))) = pL°X(w, )], °X(w,2,))

"

o(x{w, 151), x(w,éz))

Sooelxlw, g ), x(w,85)) <€
Asi x{w,-) es continua (para casi todo w & Q) en [0,1].

Observacién: En lo que sigue nos concentraremos en espacios adap
tados y procesos estocdsticos.

Definicién: Una filtracién en un espacio de probabilidad (&,n)
e¢s una familia de o-élgebras(y, t € [0,1], sobre
A tales que 4 < £ implica QQ g'}i y?n es el dominio de y.

Un espacio adaptado es un espacio de probabilidad con una
filtracién:

b= omF e (0,1)

Intuitivamente,‘}} es el conjunto de sucesos que dependen
s6lo del estado del mundo hasta el tiempo .

Definicién: Un proceso estocdstico x(A,%) sobre A se llama

adaptado si x(-,%) es‘}}-medible para cada t€[0,1].
X se llama progresivamente medible si para cada t € [0,1], la res-
triccién de x a A x [0,%t] es ?} x [0,%]-medible.

Observaciones: 1) Todo proceso progresivamente medible es adap
tado.
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2) Si x es adaptado y 4 x [0,1]-medible, entonces, para ca
da £, la restriccién de x a & x- [0,%]  es FIX[O,I]~medib1e.

3) Sin embargo, adaptado y 4x[0,1]-medible no implica pro-
gresivamente medible.

Sea @ un conjunto hiperfinito de la forma Q=(QO)T, donde 2,
es un conjunto hiperfinito con al menos dos elementos. Construi-
remos una filtracidén particular sobre @ que conduce a un espacio

adaptado especialmente bien dotado.

Definicién: Un espacio adaptado hiperfinito es un espacio adapta-
do 2 = (@,P,A

t)t [0,1] donde:
i) 2 es un conjunto hiperfinito de la forma o = ng donde 2 tie
ne al menos dos elementos.

1i) P es la medida de Loeb uniforme sobre 9.

iii). Para cada E(ET,Lvt es la relaciédn interna de equivalencia so-
i<=

. ~ !
bre Q: w TLw

iv) Para cada % € [0,1], ~g s la relacién externa de equivalen
cia sobre Q: w “ w' o i<=> w = w' para todo £ = £ (es decir,
w(s) = w' (4) cuando 8 <t o~ 4§ =1).

> w(s) = w'(s) para todo s < £ .

v) A, es el o-4lgebra de todos los conjuntos Loeb-medibles que
son cerrados bajo la relacién w % wh, ifives Si-BE Az,en-
tonces B es Loeb (P)-medible, B C @, y w € B con w mtw' impli

ca w' ¢ B). Claramente AA E.Ai SR L,

Supondremos en adelante que @ es un espacio hiperfinito adap
tado con la filtracibn (A ).

Proposicién:

i) La filtracibn (At) es continua por la derecha, es decir, pa-

Yo wada. o 003V Auoe - Y R
[ ] + APE

ii) Para cada K & At hay un conjunto interno B € At tal que
P(Ka B) = 0.
iii) Un conjunto interno B € o pertenece a Ax si y sélo si hay

un 4 :x £ tal que B es cerrado bajo la relacién w =y wh,



Dem. (i) Supongamos W w', es decir, W, w' para

todo % = %. Como T es hiperfinito, hay un mayor neT
tal que w = w' (aqui se usa el hecho que :t es inter-
na). Entonces °a > & (si no,seria, p.e., También

o~ 1 2 ~ 1 ¥
WS, a#W')s v oen consecuencia, w . s W' para algln

4> 2 (podemos tomar 4 = °x),

Ahora, sean U €& f\ AS' weéeu vy we~, w'. Enton

A>% 1
ces wn~ w' para algln 4 > t. U € Aé, de modo que w'é€ U.
Asi U es cerrado bajo Uit w', Asi U e A/t y hemos proba
do que M AysC Ay la otra inclusibn es inmediata.
s$>%

(ii) Para cada conjunto C < y 5e&eT, sea g la
clausura de C con respecto a la relacidn = ,, Y sea

G, 1= 2~(e~c)2. cuando °4 > t,se tiene kK = g2 = Kb (Si
K& At' entonces K es cerrado bajo—vt 0 equivalentemente
bajo "~  para todo £ =~ ". Cuando w e Ky w =, w', en-

tonces w =, w' para todo u < 4, en particular, w < w'
L : 5 ) =
para todo £ < £, luego, w'e K Asi, K- =K. Andlogamen-
te se ve que K’A = K, ya que Q\KeAt).
Para cada n € N elijamos conjuntos internos
un C K¢ Vn tales que:

By & Uy € »oe SR €00

(s
1 C v

2 1

y PV, N U ) < 1/n. (ver pig. 23, obs. (2)).
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Entonces, cuando 8 >k,

5 o wd L "
Ungun— C K- =K Kéc_:vnéc__vn

Luego, cualquier interseccién finita de los conjun
" 5
tos internos {4 : £ < 4 <t + 1/2, U<V 1} es no vacia.

Por el principio de saturacién,hay 4 =% :tal que_ para to-
dom, n N, U;'—I < Vn . Nuevamente por saturacién, hay
)

un conjunto interno B tal que para todo n,

4
U < - B C V c V. Como B es interno, B2 es también
n=r"n<= =il SN

interno (estd definido en términos internos), y tenemos

% A A X - ~ o oo
U, < lzc B~ an ¢ Vv, (v, es cerrado con respecto a-—é).

4
2 p 2 /
Se obtiene que P (KA B=) = 0. Como B2 es cerrado con res-

4
pecto a =, B— es cerrado con respecto a T (sea w Pk w'

con w € B=, hay que probar que w' & B§. Como W~y Wy ate

Wnlo~

bt

nemos que w ¥ , W' para todo £ = &; en particular w :A w'

b e,
luego, w' & g2 ). Asi B= L‘.Az.

(iii) Sea B interno. Si B es cerrado bajo ~ , para
algn 4 =~ %, entonces B es cerrado con respecto a ~,,

) Z
= A/t' Supongamos que B EAt’ entonces para todo 4 con

luego,

4L > %, B es cerrado con respecto a =, (ver (ii)). Como B
es interno, hay un menor 4 €7 tal que 4 > t y B es cerra

do c.r.a. W& r w' (usamos la internalidad de = Se tie

s
ne que 4 =<t. i
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TEOREMA: Sea x(w,Z) un proceso estocidstico en un espacio
adaptado hiperfinito 2. Si x es adaptado y @ x [0,1]-medi
ble, entonces x es progresivamente medible.

Observacibn: Este teorema hace que los espacios adaptados
hiperfinitos sean {itiles para trabajar con ellos.

Dem. Sea £ & (0,1] y sea B un subconjunto de Borel de M.
Sea:

C = {(lwyu): u<t y x(w,u) € B}

Demostraremos que C es At x [0,%)-medible.

Elijamos £ € T tal que °£ =t y sea 8 el o-4lgebra
de todos los conjuntos Loeb-medibles U C @ tales que U es
cerrado con resp. a la relacién de equivalencia tz. Enton-
ces B QJAI y, luego, basta demostrar que C es B x [0,%)-me-
dible.

Para cada w € Q, sea Pw la medida de Loeb uniforme
sobre el conjunto interno (w M Z) = {w' & Q: w Xy w'} (no-
tar que (w } %) estd definido en términos internos y que
(w+ %) es hiperfinito por ser Q hiperfinito, luego, tiene
sentido definir ahi una medida de Loeb uniforme) y para ca-

da conjunto S & @ definamos P (S) = P (S M (w b £)).

Sea F el o-4lgebra de todos los conjuntos U C ta
les que U es Loeb-medible y para cada w € @, U N (w P

es Pw -medible.

Q
z)
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Afirmacidén 1%: Si S es @ x {0,%)-medible y para cada u < %
la seccién Su = {w : (w,u) & S} es cerrada c.r.a i enton

ces S es F x [0,%)-medible.

(Dem. ver Keisler p. 35)

Notemos que si S es F x [0,%Z)-medible, entonces toda
seccidn Su pertenece a F, luego, Sdﬁ(w b t) es Pw-medible
para cada w & @ (simplemente por definicién de F). Dado un
conjunto S§ F x [0,%)-medible y un real p > 0, definamos:

stP) o s(w,u): P, (S,) 2 p}

Afirmacién 22: Si S es F «x [0,%) -medible, entonces S(p) es

8 x [0,%)-medible para cada p > 0.
(Dem. ver Keisler p. 37).

Para cada u < %, la seccién Cu = {w: x(w,u) € B} es

cerrada con respecto a la relacién'vu (ya que Cu€/lu por ser

-

) P

x adaptado), luego, Cu también es cerrada c.r.a “’t(es rela
cibén més fina que el

Como x es @ x [0,1)-medible, C es @ x [0,%)-medible.
Luego, por la afirmacidn 13, C es F x[0,2)-medible. Por afir
macidbn 23, con p = 1, C(I) es B x [0,%)-medible. Sin embar
go, para cada w &€ Qy u < £, (w M%) c C, o bien (w AN
¢, = ¢ (En efecto, supongamos (w ! %) ne, # ¢y sea w'€e {wht),
es decir, w'::t w. Hay que probar que w'é€& Cu: existe w" con
w" T Wy w" & Cu' Como Cn es cerrado bajo T4, tenemos que

w e C; , con el mismo argumento obtenemos que w'é_Cu). Lue-
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go, (w, u) ¢ C <=> Pw (Cu) = ]
(Pw (Cul = LY (Cuf\(wrﬁ)) =1 => (wrt) < C,
=> weC, = (w,u) € C, reciprocamente, (w,u) € C =>
s @ e | WE hulE, eC O (w Mg
w 2 iy =S w —_

=> C, Nlw b t) 4 ¢ => (wht)ec c, =>

P [Cql = e (Cufﬁ (w P 2)) = Py [lw b %l), pero por defi

cibn de Pyr Py 1w M 2)) =1, luego, P (c,) = 1). Por con

w w

siguiente ¢ = (1)

= {(w, u) : P (Cu) = 1}, Asi, Ces B8 x [0,%t)-medible.

Definicién: X es casi seguramente progresivamente medible

si hay un y progresivamente medible tal que x(w,t) = y (w,Z%)
c.8« en o = [0,;1].

Observacién: 1) Si x es @ x [0,1]-medible y x[, %) es At-me'

dible para todo £ en un conjunto U de medida 1, entonces x

es c.s. progresivamente medible. Esto ocurre porque la fun-
{x(w,t) 44t el

mg AL £ &£ U
con m, fijo en M, es progresivamente medible.

cibén ylw,x)

2) En el resto de esta seccibn entregamos algu-
nos resultados generales de la tcorfia de procesos estocédsticos
hiperfinitos. No damos todas las demostraciones porque algu-
nas de ellas requieren de algunas técnicas no-standard mis po-
derosas cuya presentacién, en este lugar, haria perder visién
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general sobre el problema que aqui nos preocupa. Demostra
ciones pueden ser encontradas en Keisler §7, §8.

Lemma. Si x es @ x [0,1]-medible y para casi todo %, WAy w'

implica x(w,%) = x(w',%], entonces x es c.s. progresivamen-
te medible.

Presentamos ahora un teorema sobre levantamientos que
envuelve a la filtracién (At):

TEOREMA: Sea 0 < £ < I. Una variable aleatoria x(w) es medi

ble con respecto a la completacidn Kt de At si y sb6lo si «x
tiene un levantamiento X(w) tal que para 4> &, w=x, w' im-
plica x(w) = x{w'). oy

Dem. Primero supongamos que X tiene un tal levantamiento X.
Entonces, para cada abierto UC M, {w: °X(w) € U}e At {{w: °X (w) € U}
es Loeb-medible por ser °X = x c.s., x medible y la familia de conjun-
tos Loeb-medibles, completa. Ademéds, {w: °X(w) € U} es cerra-
do bajo v, )

Como «x(w) = °X(w) c.s., tenemos

{w: x(w) & U}E'At (por razones similares a las recién dadas),
luego, X es At-medible.

Ahora, supongamos que X €S Kt-medible.

Sea y(w) una variable aleatoria A -medible tal que

x(w) = ylw) c.s. ylw) es variable aleatoria Loeb-medible, lue-
go tiene un levantamiento Y (ver pig. 33 ). Para cada racional
@ > %, sean w}l g := {0 € Q@ : @ :q w}

abf q :={w pPgqg:w e a}
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(recordar que los racionales de [0,1] estédn en T) vy

Yq (w  q) = ylw).

Como;;e;At-medible y ¢ > %, w xq w' implica ylw)=(w'),
luego Vg, estd bien definida en o } ¢g. Ademds, o | q es in-
terno (esté definido en términos internos) e Yy ©S Loeb-medible
(porque y lo es). Nuevamente por la prop. en pég. 33, yq tiene
un levantamiento Y _ sobre o } ¢. Definamos Xq sobre Q me-
diante Xq(w) = Vq(w M q). Entonces Xq e Y son ambos levanta-
mientos de y, entonces para cada n o N,

(1) u (p(Xglw), Yiw)) < %) > 1 - % (u la medida de conteo so-

bre 2 que genera a P notar que [p(Xq(-), V({-)) < % ] es interno) y
N ¥o.3 ; X = '

(2) w Ry W implica q(w) Xq (w")

Por saturacién hay X: @ » 4* interna, tal que para cada n € N

y ¢ > %,

(1Y P (o(X(w),Y{w) <ln)i ya III

(2*) w :q w' implica X(w) = X{w')

(el argumento de saturacién se aplica en forma andloga a aquel
de la dem. de la proposicién en pdg. 33). Por (1'), X es un le
vantamiento de x. También, dado que (2‘) vale para todo ¢ > %,
(2') vale para algln s =« %.

Introducimos ahora una propiedad de los procesos estocas
ticos hiperfinitos llamada de ''no anticipacién’ que estd en co-
rrespondencia con la de medibilidad progresiva:
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Definicién:

Un proceso estocdstico hiperfinito X se llama
no anticipante después de e si, cuando ¢ < £ ¢ T y w,w'e @,

se tiene que w T w' implica X{w,z)= X{w', Z).

Es “decir, .para £ > ¢, X{w,Z) depende sélo de
w(s), s < 2. '
X es no anticipante si hay un ¢ < 0 tal que X es no

anticipante después de e.

El siguiente teorema sobre levantamiento es importan
te. El principal motivo para trabajar con la filtracidn (At)
en lugar de | At) es el hacer disponible este resultado:

TEOREMA:

Un proceso estocédstico x es c.s. progresivamente me-
dible si y sb6lo si tiene un levantamiento X que es no antici-
pante (de hecho, no anticipante después de 0).

Lemma. Si un proceso estocdstico x es continuo y c.s. progre
sivamente medible, entonces hay un y continuo, progresivamente

medible, tal que x(w,-) = y(w,.) casi seguramente en Q.

(La demostracién wusa el teorema que aparece en la pag. 45).

TEOREMA:
Un proceso estocdstico x es continuo y c.s. progresi-

vamente medible si y sélo si x tiene un levantamiento unifor-
me no anticipante X.
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Observacibn: En general, x tendrd un levantamiento que es

no anticipante después de 0, pero sbélo tendri un levantamien
to uniforme que es no anticipante después de algln e = 0.
Por este motivo, la nocién de proceso no anticipante nos es

mis Gtil que la ligeramente mis simple de no anticipante des
pués de 0. g

Referencias:

Anderson, R. : "A non-standard representation of Brownian Motion
and Ito-Integration'. Israel J. Math. 25 (1976).

Keisler, J. : "An Infinitesimal approach to stochastic analysis''.
Preprint, University of Wisconsin, 1980.

Loeb, P. : "Conversion from non-standard to standard measure
spaces and applications to probability theory'.
Trans. Amer. Math. Soc. 211 (1975).

Henson, C,W. : "Analytic sets, Baire sets and the standard part
map'. Canadian J. of Math. Vol. XXXI, N° 3, 1979.
pp. 663-672.
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§ 5. CONSTRUCCION NO STANDARD DEL MOVIMIENTO
BROWNIANO

Recordemos que un Movimiento Browniano en un espacio
de probabilidad (@, D, Q)] es una funcién B:[0,1]xQ + R tal
que:

i) B es un proceso estocdstico, i.e., para cada t<[0,1],
g(%,-) es una funcién medible de w .

ii) para & < t € [0,1], B(%t,w) - B(4s,0) tiene distribu-
cién normal con media O y esperanza %-s.
iii) para 4 < t, <48, < tz Seas S8 e [0;1]),
Bt ) e Bl Mainn op Bl Vo5 BLS, . 0

son variables aleatorias independientes.

iv) para casi todo w, B(-,w) es una funcién continua de £.

Construiremos a continuacién un modelo de los axio

mas anteriores, es decir, un Movimiento Browniano:

Sea n ¢ *N, (convendremos aqui en que 0 € N );
Q := {-1,1}7 , el conjunto de todas las n-tuplas internas con
componentes 1 6 -1. Entonces |2] = 2" (ver pdg. 38, Obs. (1))

Sea # := *P(Q), la *-4lgebra de los subconjuntos internos
de Q; y v : A » *[0,1] definida por v(A) = ié% , Aec g,
2

La definicién de v refleja equiprobabilidad de re-

sultados y (Q,# ,v] es un espacio de probabilidad hiperfinito



(ver pdg. 20) para el experimento *-finito de, por ejem-
plo, lanzar ,n veces una moneda homogénea.

Para cada we @ y k < n, w, es la k-ésima compo
nente de w. Sea, para ¢ & *[0,1], x(£,-):Q > *R, defini
da mediante

[n%]

xlt,w) = <= (5 w, ¢ (nt - [nt]) w

; Uk (nt]+1 )

/n 4

Entonces X(*, w) es una caminata aleatoria unidi
mensional en el intervalo de tiempo *[0,1] con pasos en los
instantes en T = {1/n, 2/n, ., 1Y (en %=0 parte del ori-
gen) de longitud 1/v/n hacia la derecha o izquierda seglnen el
instante k/n la componente wy, de w sea 1 6 -1, resp..x(t,w)
da la posicién en la caminata (continua mediante la poligo-

nal) correspondiente a la n-tupla w en el instante £:

A x(4,w)

'/
1/ /\
; 5
0 {1/n a4 1
[nt] [nt]l+1
n n
Lemma. 1) Para cada <t ¢ [0,1], x(%,-) es funcibén interna

de Q@ en *R.

2) Para cada t € [0,1], x(t,-) es A -medible.
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Dem. 1) %l =) =2 {lw,a) € 9 x *Re n =

[nz]

'21 w, + (nt - [nt]) w[nt]+7)} es conjunto interno, ya que
A=

I
n

@ x *R lo es y la férmula de la derecha también porque
wl {1, ..., [nt]} es interno al ser wy {1,...,[n£]} inter-
nos. Se usa el criterio de definicién interna. Notar que
también vale con % € *[0,1].

Otra manera de establecer este resultado es observando
que x(%,-) es una suma *-finita ({1,2,..., [nt]} es *-fini-

to) de variables aleatorias internas, las TR R,
W w,

2). Sea o € *R., por la parte anterior, el conjunto
{weéea: x(£,w) < a} es conjunto interno, luego, pertenece a¥.

Corolario: Si (@, D, P) es el espacio de Loeb asociado a
(a,h,v) (D:= L(@), P := L(v)), entonces B(£,+) : @ » K defini
da por B(f,w) = °x(%£,w) es Loeb-medible para cada Lie: [0, 1),

Dem. Basta aplicar la prop. en la pig. 26

Teorema: Si n € *N~ N, entonces B8 : [0,1] x @ + R es un
movimiento Browniano en (@,D,P). De hecho, B8(-,w) es finita

para casi todo w.

Antes de entregar la demostracibén damos algunos lemmas
y definiciones:
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Definicibén: Una coleccibn {XL}LQ,I de variables aleatorias

definidas en (,4 ,v) (i.e. funciones & -medibles de © en *IR)
es *-independiente si para cada subcoleccién *-finita

{X,,..., Xm}, me*N, y toda m-tupla interna (a,,...,am)c ‘IRm,
m
\)(X7<u’,...,Xm<am) =k1_r7v()(h<ah).
La coleccidn {Xz}ée 7 ©S S-independiente si para cada

subcoleccién finita {X,,...,Xm), m € N, y toda m-tupla

: m
oy, .t a ) € RT,

m

\)(X’ MCTEERRS Xm < cxm):: Y (Xh < ah)

k=1
Observacibn: {(X:Y: e ; *-independiente => {Xi}ital S-indepen-
diente.
Lemma. Si {Xi}ie 1 s una coleccibén S-independiente de v.a.
en (9,7, v), entonces {°X.}. es una coleccién de v.a.

L4€e1
independientes en (o, D, P).

Dem. Por la prop. en pig. 26 sélo es necesario probar la inde-

pendencia.

Sean m &€ I, (a,,..., am) e R



56.

= Lim P(X, ik , o
nreo ( 44 il e me< “m n )
R aE T = P R
€A (1as X, son A -medibles)
= “&fm %v {X, 2 L e
= % 4 4, £ M T me * i n)

m
R S T TN %)

nreo  f=1 &7 I
th 1
= kIm 1w °v (X, < a., - =)
fHre fui 4 § n
m 1
= T Lim  °v (X < a. - W)
=1 no= i i
RN I R T %1
i=1 noe f I
SRR e
j=1 g

Lemma. (Teorema del limite central en forma no standard)

Sea {Xn} una sucesién interna de v.a. *-independientes

ne*N
en (0,4, v). Supongamos que hay und funcién de distribucién
standard F tal que *F es la distribucién comln de las X, que
E(Xn) = 000 Ly F(in) = | para cada n € *N. Sea ¢ la funcién

de distribucién standard de 1la ley normal N(0,1). Entonces, pa
ra cadame*N~ N y cualquier o€ *R,
1 m
vil=— . X <)z * la)

/m n=l =

Dem. Ver Anderson op. cit. pdg. 27. La demostracién usa el teo
rema del limite central usual.
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Dem. (del teorema)

i) Para cada £t ¢ [0,1], B(Z,w) es D-medible (Corolario,
phg. 54) como funcibén de w. Luego demostraremos que
g(t,w) es finita P-c.s.

ii) Dados 4 < t en [0,1], sea A := [nt]-[ns] (€ *N~I)
s x , Y a & R:
[nd] [ng] 0
n n
P ({we a: g(£,w) - Bls,w) < a}) =

P ({we o: °x(t,w)- °x{8,w) < a })

[n%] Wy
P ({we a: °( T =) <al ) =
k=[ns] Vn
[nZ] w
P ({we o: we (N [ = hf_u+_’.]})=

meN  ke[ns] 7/m

[n't] Wk 1

1im P ({weg Q: = % a+m}) =
m-+w k=[ns] Vn
e o fo ki T 1 -
11m P ({LUO; 0 S ) Wh’. _<_ ‘/ i‘ (CX + ﬁ) }) =
m-+o /X [ns] €&
1im °{v ({we @: — ©®  w L (o + = )1})
%% { Vr)\— [né] R = V2 m

= 1im Yo (/3 (a+ o))
m--c

= 1im ¢ (° /% la + 71; ))  (ver prop., pdg. 32)

m-ow
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iv)

Not
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- 1fm e (EEH G o g B
m-e VE-4 VE-3
Asi, queda establecido que
B (£,+) - Bl4,") ~ N[0,2-8).
Si 8 < t, 2 by < tz S oven S dy 00 tn & [0,1], entonces
! oL I
x(t,, ) - x(A, + o ) x(tn, ) x(An + T ) son
*-independientes.
Entonces son S-independientes. Luego, por el lemma en
pé. 55, B(Z,,-)-B(A,,‘),..., Bl&p*l. - B(én,~) son inde
pendientes.
B (+,w) es continua en [0,1] y finita P-c.4.: Para cada
m né& N, sea . = {we€aq: A4 < n, sup X (t,w) -
Lo pdtl
n—-="—n
n€  xlt,w) > 1
i<t<**’
n—"—n
ar que @ es interno por estar definido en términos de

entidades internas, i.e. ané.f¥.

v(g

mn

Se tiene

n-1
} = viU {w @: (sup - inf ) x(t,w) > 1 })

(= +
4L=0 et 4 1 m
n—"-=n
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n-1
< 1 v{we a: (sup - inf) x (£,w) > L )
i=0 £ At B
n — n -
n-1 ;
= I vi{we a: (sup - inf) x(£,w) > H}
£i=0 S
-7 =
= nviw€ a: (sup - inf)  «x (£,w) > % }
0 <t < -’—
= —n
1 R 1
=noviweao: max — | 1w, o>

}
T<k<x Vo 1 & Im

1/n A ot= o [n/n)+l (€ I~ W)
0 [n1] [nl]+] (A = n/y*1 si n=L! con Le*N\N)
n 3 n
s>
= nv {wé& Q: max I w.| > +— 1}
T<h<a 1t Zm
k
< nv{weEeo: max I w. > gﬁ Y+ nov {we q:
- T<k<x 1 % . b
- , /a
. n
min I w, < - T }
T<k<x 1
) A X
< 2 nviwe q: ? w, > %g b+ 2n viw ¢ a: ? WS %% }
A
= 4nv{wea: 6: Low, > gﬁl }
A 1
v * n/x . * N ey o
~ 4n (1 - ¢ (== 1) = 4n (1 - ¢k/m 7))
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© 2
~ 4n(1-¢(-2/%))=4L [ et/ gt
VIr o
Tm
o 2
< 2n J e,_'t /Zdt< n J e-/t/Z dt
n n
m m
2
. n -1°/2 == 4
Stogm o | (e < e si &> 1)
7
= 4n e m
_/n
Asi,v(nmm)<4nem si-z"%>1.
Sea ahora Q' := ayzU N I alA).
m=] n=l
€ o (A)
_
; i . T
Pla’) = 1 - sup inf v(Q ) > I -supinf dne
m n m n
=0
Se tiene:
a) Si weg Q', entonces B8(t,w) es finita:

b)

En efecto, sea w € Q. Si para algin t ¢ *[0,1] tenemos °X(f,w) = +=
6 -=, entonces wée . para todo mun€ N, y, luego, wé o', Asi,
we' -+ glt,w) es finita,

Si weQq', entonces B(-, w) es continua:
En efecto, sea w < 9. Supongamos 4, te *[0,1], con &~ %, y que
x(s,w) % x(t,w).
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Si x(s,w) ¥ x (%,w), entonces °| x(s,w) - x(Z,w)| > 0. Sea
a = °|x(s,w) - x(¢,w)|. Entonces para m > -2 » WeQ  para todo
n € N, luego, we Q'. As{ hemos probado que:

() wea vy sz, 8, e *0,1] = x(s,w) ~ x(£,w)
(de paso obtuvimos un tipo de continuidad de la caminata aleatoria
*-finita x (+,w), la llamada microcontinuidad). Hay que probar nues-
tra asercién inicial:

fijemos £ € [0,1] ysea ec R, we q'.

+)
Sea A= {n€*N: 4 € *[0,1] (|t - 4] <% > | xzt,w) - x(8,wl< e/2}.

Entonces A es interno y contiene todos los enteros en *N\ N (por

(1)), entonces A contiene un entero finito k (si no, seria, A = *N\ N
que es externo).

Asi |z-s| < 1/k + |xlt,w) - x(s,w)| < €/2 con kE N y para to-
do & ¢ *[0,1]. Luego, |t-&| < 1/k, 4 [0,1] = °|x(t,w) - x(s,w)]
< €/Z, pero °X (t,w) y °X(s,w) son finitos (por (a)), luego, para
todo & ¢ [0,1], [t-8] < 1/k > °| x(t,w) - x(s,w)| = [°x(t,w)-°x(s,w) |
= |s(t,w) - Bls,w)| < € .

Asi, we o' - B(-,w) es continua en [0,1].
Corolario: x(-,w) es casi standard en *C[0,1] para casi todo w.

Dem. Recordemos primero (pégs. 31, 35 que una funcién g ¢ *C[0,1] se 1la-
ma casi standard si para algin 4 ¢ C[0,1] se tiene que °g = § con respec-
to a la topologia de la norma del supremo, es decir, ( f

sup [*§(2) - g (2)] ~ 0. Ademis, si g es casi standard, entonces 1la
1e*[0,1] ,

la funcién h definida por h(s) := °g(s), & ¢ [0,1], es continua en [0,1]
y °g =h (en el sentido anterior).
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Veamos ahora la dem. del Corolario.

Sea we¢ o'. Probaremos que °Xx{-,w) = g(:,w) (, pero no
en el sentido trivial de la definicién de g mediante
g(t,w) = °(x(t,w)), 0 < < 17, en el sentido de la def. en

pbg. 31, es decir, que X(+,w) ¢ N {*A: A es vecindad de 8(.,w)}.

Antes notemos que, efectivamente, X(-,w)e;‘C[b,l], ya que,
por el principio de transferencia, una funcién g € *C[0,1] ssi
g es interna de *[0,1] en *R y es continua en el sentido que
W e 0 1) Hoes *R. Fo6e PR 4 g e FR0,1] Myl g B
| glx) - gly)| < e) (*-continuidad).

Es claro entonces que, siendo *(-,w) una poligonal, se tie
ne la *-continuidad de X (',w).
Ahora, «x|(',w)e€ g) A <=>

zlws A€ (). . *{ge Clo,1) :sup |Ble,wl = flty| =2 )
ecR, te[0,1]

<=> sup |*8(t,w) - x(t,w)]| ~ 0.
Lekilio;, 1]

Probamos ahora esta Gltima asercién: Ppara te *[0,1]
|*s(t,w) - x(t,w)| < [*B(t,w) - 8(°¢,w)|+
|8 (°t,w) - x(*2w)| + |x(°t,w) - x(t,wl=0 ,
ya que |*8(¢,w) - 8(°2,w)| & 0 (B(-,w) es continua)

[g(°t,w) - x(°t,w)|~ 0 (por def. de B(-,w)),
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y [|x(°zw) - x(t,w)| ~ 0 (micro continuidad de x(+,w))
Luego,t it[rp i |*8(t,w) - x(£,w)| = 0 (el supremo existe por ser

< :
{[*8(t,w) - x(t,w)|: £e*[0,1]} acotado superiormente e interno.
Es ficil ver que el supremo debe ser infinitesimal).

Corolario: El espacio (2,0,P) induce una medida en C[0,1] que es una

extensién de la medida de Wiener si neé& *NNN.

En efecto, consideremos el espacio (C[0,1), E., W') con:

EEE : <= {(we a:B8(,w) € Ele D ;& € CEo)
W'(E) := Plweq :8 (+, we E}) si E €. flclo, 1]{ W) es
una extensibén del espacio de medida de Wiener (cfo,11,¥%3, en e el

La medida de Wiener w se define como la (nica medida de
Borel enfd, el o-4lgebra de los Borelianos de C[0,1], tal que:

1) w({f ec[0,1]: 4(t) <a }) = o (E),Wé[o,l],¥u612.

ii) Si 8, < t, & wvilS An < tn € [0,1], entonces las funciones medi-

bles nt’ - ﬂAI »uie v n’tn - s, SOR independientes (aqui nt(ﬁ):zﬁ(/t)).

Ademis, B es el o-4lgebra generado por la familia de conjuntos
cilindricos de.la forma {6 (t Jie ayeenfl2,) < a}.

Hay que probar que \{f, :3 ®yaqe wl€= w. Para lo primero
basta probar que ¥ contiene a los conjuntos cilindricos, esto es inmedia-
to, ya que {§{ ¢ C[0,1]: §lz,) < ale ¥.o<=> {wea: 8(-,welfeclo,1]:
6(11) <o}l D<= {we o' : B(L;,w) < uleD ,

pero {wg Q' : B(t,, w) < a;} =



Q' N {we Q¢ 8(«t1,W)<u,} =

Q'N wea: °x(t, w <o} =
't W {wen:X(t,,w) <u,-%}é‘v
o neN e
CM) e ﬁ‘a
Lo e

"G o

Finalmente observamos que, por el teorema de la pig.>S4,
w' satisface las condiciones (i) y (ii). Luego, W' M@= W .

Observacién: 1) La medida que extiende a la medida de Wiener en el Coro

lario anterior es la inducida por la transformacién medible de @' en([0,1]
definida por ww 8(-,w).

2) Se puede obtener ahora ficilmente un casc particular
del teorema de Donsker. Escribimos ﬂn, Bn’ Pn’ para destacar la dependen-
cia de n.

Teorema: (Donsker) {W'n}n e converge débilmente hacia W', es decir,
J F.d w’n -> I F d w' para toda funcién F acotada y continua de C[0,1]
en R.
Dem. Sean n;, n, € *N\ N y ¥b el o-4lgebra de Borel en C [0,1]. Por
el corolario anterior, Wn, p 5L = W'nz } §= w (que aqui es ¥, 1a medi
da de Wiener). Luego, si F: C[0,1] + R es acotada y continua, se tiene:
I Fdw' = J Fdw' = I Fd¥' , entonces
L 2
c[o,1} c[o,1] c[o,1)
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Lz F s, (00 47, (u) - f Fls, (~0l) 47, (o

1 2
n Q
1 Ny
- [ raw
1 efo,1)
Como F es continua y °(x_ (-,w)) = 8 (-,w), P - casi
n’('_ Vi ng
seguramente (en el sentido del corolario anterior), tenemos
F(X o (,w)) &= FlB_ (-,w)) P -c.s. la)
e s v

Como F es acotada, *F(xn‘(',w)) es S-acotada (como funcién
Vs

de w) (pdg. 27), entonces *F(xh,(-,w)) es S-integrable (c.r.a
L
(a , & v ) (phg. 27). Ademds, *F(x_ (-,w)) es levantamiento de
n'(" nL ’ n,(’ n’("
F(Bn' (*,w)) (de (a)), luego (p4g. 28), F(iin (-,w)) es Loeb (Qn')-i_nte-

4 A A
. oy .
grable yf F(xn1( ,wl) d \:n4 (‘U)VJ F(Bn1 («,w) d pn4(w)
Q Q
n n,
. Fla_ (~,w)) d P (w)xj O (w)) dv (W),
[Q ﬂz nz Q nz vnz
nz nz

Luego, f *Flx  (+,w) d (w) o J rix {e,w)) dv o (w)
g 5 xn'(" \)n'(" " nz nz
n_’, "\2

para  n;, n, €E*N NN,
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Sea ¢ € R

e

A:= {m€*N : 4y, ny € *Nolny, np2om o>
b . ) - * . £,
| IQ F(X"I (+,w)) d Vg (w) Lz Fix, (+,w)) d vnz(w)|< 71
" ng

Claramente *N\NC A y A es interno. Luego, existe kR € N N A. Para es-
te b se tiene

#n,,nZGN: n,,n2_>_h + | %$-%] <e/2 (y)

y esto implica que

¥n nZGN:n1,n23_h = °|%$-%|z< €/2

1'

Luego, 1y, n, eEN :nyny >k =

| j Flg, () d 7, - f Fle,, (0l d 7 | <
QH. le
1 2

Asi, 1lim J Flg, (-,w) d P, existey es igual a

nN-ro

lne N) 2,
o[ *F(x“y (o, w)) d V”r (w) (fijando n, en(y))
in
= [ F(Bn (+,w)) d Pn1 (w) = J E dw'n
Q 1 1

n C[0,1]
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Ast, ln [ Fls () dp, - [ AR

N+

(henN) c[0,1]
o bien, 1fm P I R s Fao" .
N It Ny
c0,1] S ¢0,1]

(neN )
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