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PROBLEMAS EN LA TEORIA DE COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL

Entre los muchos temas de investigacion que apa-recen en la
informdtica te6rica y en la l6gica matemiitica, estd el de la Complejidad
computacional, eue, tal como su nombre ro indica, investiga el grado
de dificultad que ofrece un problema al ser tratado con la ayuda de un
computador. Este grado de dif icultad podria ser expresado, por
ejemplo, a travds del tiempo que requiere una computaci6n, de la
cantidad de memoria, de la cornplej iclad estructural de la mdquina, etc.
Clomo hay una enorrnidad de problemas que pueden ser resl lel tos con la
ayrtda de l ln cotnputaclor. debentos restr irrgirnos a un cierto t ipo cle
c l los.  Aqui  l tos preocuparernos especia lnrente de un t ipo que i :s  6e
irrtcrds nrrrs bie n trr i i r ico: el de complej icl : icl  Ce problernas cor]. lpLrtac: io_
rtaies ast-rci* i lcs a tot ia unr teoria iogico-ntatenti t ica, y no, lror ejerr i-
p io.  r le  la  cornple j idad dc a lgor i tnros ar i tmi t icos par t icu lares.

Las teorfas logico*-matemdticas son expresadas mecliante lcls
lenguajes formales usuales de la l6gica simb6lica. Si dt es una estructura
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r latematica, y ya fuetnos f i jado un lenguaje formal apropiaclo para

hablar sobre 0i o sobre otras estrttt-:turas matelnaticas sinrilares' c[-

tonces la teoria de ui es la familia cle todas las oraciones e'scritas en el

lenguaje formal qye, al ser interpretug.u.t en 6t , se convierten en propo-

siciones verdaderas. Si la interpietacion de r'l de una oraci6n forrnal d

es una proposicion vercladera' escribimos f,  F t /  Entonces' la teoria de

,r i  es Th(6t) :  {d :  'R F d } '

l. Complejidad en teorfas matem6ticas

En 1960-1961,  Bt ich i  y  Elgot  demostraron que la  teor ia  de segun-

clo orden, rnonddica, d6bi l  de los naturales con la funcion sucesor es

decidible. Aqui. monddica d6bil de segundo orden significa que las

cuanti f icaciones de segunclo orden son solo sobre subconjuntos f ini tos

dcl univcrso de la estructura'

Denotcrnos con T:  Th*(  N.S) ,  esta teor ia .  Un e jernplo de una

oracion que estd en T es v Xt= * Xx -+ 3 y(Xy ^ 
- l  

XSy)). ya que

interpretada en la escri tura ( N,S) dice que toclo subconjunto t lo vacio

f inito de N contiene un elemento cuyo sucesor no estd en cl conjttnto'

1o que es cierto. cOn esta notacion, podemos fonnular cl  resultaclo

inicial en la siguierlte fortna: ' 'existe un algoritmo Al' ' tal qtte' para cada

oracion { escrita en el lenguaje correspondiente a T, Al permite deciclir

s i  d  est6 en T o no est6 en T,  es deci r ,  s i  (  N,S)  F d 6 (  N 'S)  # d" '

Diremos qtre Al dccide { '

Et ejemplo de la teorfa T es un caso en una lista de teorias cuya

decidibilidad ha sido demostrada

Despues del esfuerzo desplegado para demostrar que una teoria

particular es decidible, parece natural, tal vez, pensar que el problema

estd resuelto, es decir, ya se dispone de un algoritmo general' Que'

aplicado a cualquier oracion escriia en el lenguaje formal de la teoria

en cuestion, decide despuds de un n0mero finito de pasos si ella' est6

en la teorfa o no. Sin embargo, nada se ha dicho sobre la posibilidad

real cle aplicar el algorit,r",o, ., decir, sobre la posibilidad de irnplemen-

tarlo en un .untpuiudor digital comfin, obteniendo la respuesta desea-

da despues de un t iempo razonable. At preguntarnos esto con respec-
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to  A uni ' r  Icc l r ia  t lcc id ib le ,  tc :nct t ' tos l -ur tdrr t tcnta lnrcnte dos respuestas
ncgat iv i ts  l - ros ib l t 's :  

"e l  a lgor i t l l to  cxhib ido no t 's  r i t i l  cn la  prdct ica y  es
l tos ib lc  t ; t re  l taya ot ro nras ef ic ier t te  t lue lo  sust i tuya"  o [ r ien,  "Aunque

la teor fa cs t lcc id ib le.  n ing[rn a lgor i t tno de decic l ib i l idad es in tp le lnel ta-
b lc  en  la  p r i i c t i ca " .

La prirnera re spuesta rregativa del segundo tipo para una teoria fue da-
da, precisarnente para la teorfa Th*(N,S), por A. Mayer en 1972: "existe

una constante' c)0, tal que, para todo algori trno de decisi6n Al para la
teorfa T, existen inf initas oracioncs /,  escri tas en el lenguaje de la teor(a,
de modo que el numero de pasos que requiere Al para decidir d es mayor

2 1 6 l
que 22"  

'  
,  donde ld  I  c lenota

cle veces que aparece el 2 es el
la longitud de la oracion 6 y el n0mero
lnayor  entero que no excede a c ld 1."

De actterdo con este resultado, vernos que necesariantente cual-
quicr algori tnro de decision para la teclrfa T se encontrard con oraciones
cluc podr i l  c lec id i r  so lo despues de un t ie t r tpo exponencia lmentc largo,
lo r1ue. conr() algori tmo general.  Io hace ine f iciente en la prdctic 'a. Dire-
nros cpte esta tcor fa t iene 'una cot l lp le j idad col t lputac ional  inhercnte su-
pe  r  e  xponcr tc iu l .

Otro caso f-artroso es el de la tcorfa de prinrer orden de ( N. * ),  la
f lanracla ari tnrct ica der Presburger. el cual prob6 en 1929 su decidibi l i -
dad.  L. l  a lgor i t rno crxhib ido por  Presburger ,  correspondiente a la  tecni -
ca de el irninacion de cuanti f icadores, es ineficiente en la prdctica por su
cornplej idad exponencial.  En 1974, l j ischer y Rabin clemostraron clue,
de hccho. esta teorfa t iene complej idad contputacional inherente expo-
ncncia l  (en e l  t ienrpo o nur l rero de pasos) :  "ex is te una constante
c  )  0 .  ta l  que  para  todo  a lgo r i tmo  A l  dedec is ionpara  T l r (N ,  * ) ,  ex is -
ten inf initas oraciones { en el lenguaje de la teorfa, talers que Al necesita

por  f  o  r r lenos 22cl$ l  nuro,  comptt tac ionales para decid i r  /  
" .

2. Problemas inmanejables

Por su inhcrcnte alta conrplej idad en t iempo (tarnbien el espa-

c io.  o  l rcmor ia.  pgdr fa ser .  ent re ot ras,  t t t ra  mecl ida de comple j idad) .

6ccip.r9s ql le los problenras clc decisi6n para las terorias Th*( N,S) y
' l  

h( t{ .  * )  sr-rn inmanejables. Por otra parte, l tay unanitt t idad en cotlsi-
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derar a un problema manejable (con respecto al tiempo) si hay un algo-

ritmo Al que lo resuelve en tiempo polinomial, es decir, si existe un

polinomio q, tal que el nfmero de pasos de Al con Llna entrada w de lar-

go lwl  no es mayor  que q( lwl ) .

Denotemos con P la clase de los problemas solubles mediante

algoritmos en tiempo polinomial. Aquf entendemos por algoritmo un

procedimiento que puede ser implementado en una computadora. Sin

embargo, una definicion precisa de algoritmo puede ser dada dentro del

formalismo de las funciones recursivas o de las miiquinas de Turing de-

terminfsticas. Una m{quina de Turing no es otra cosa que un modelo

matem6tico de lo que es un computador y, por consiguiente, pretende

capturar los elementos esenciales, digamos, de los computadores digita-

les actuales. sin limitarse a un cierto tipo particular.

El concepto de algoritmo no determinfstico pttede, a su vez, ser

definido dentro del formalisrno de las m6qtrinas de Turing no determi-

nfsticas. Para intuir mejor estos conceptos. digamos que, en la aplica-

cibn de un a\goritmo determrnistico, cada paso de \a computacion da

lugar a 1o sumo a un Onico paso siguiente. Sin etnbargo, cada paso en un

algoritmo no determinfstico da lugar a un nitmero finito de posibles pa-

sos siguientes. Vemos entonces que el formalismo es tal, que toda md-

quina determinfstica es tambi6n una mdquina no deterntinfstica, pero

no recfprocamente. Dicho de otra forma, todo algoritmo detenninfs-

tico es tambi6n no determinfstico. Tenemos entonces, en particular,

que todo problema soluble (o decidible) en tiempo polinomial median-

te un algoritmo deterministico es tambi6n soluble en tiempo polino-

mial en forma no deterministica.

Si Np denota ta ctase de los problemas solubles en tiempo polino-

mial con un algoritmo no deterrninfstico, tenemos entonces que P E NP.

Por otra parte, veremos ejemplos de problemas que est6n en NP, pero

cgya pertenencng- a P no estd ni establecida ni refutada. Lomdsque se

tiene, son problemas (importantes en un sentido que precisaremos) que

est6n en NP y para los cuales hay hasta ahora s6lo algoritmos deternti-

nist icos exponenciales en t iempo. Esto couduce a la conjetura P + NP,

la llamada conjetura de Cook, que es , tal vez, el problema no resuelto

m6s famoso de la teorfa de complej idad computacional '

3. Coml
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3. Complejidad de algoritmos

Un problema importante es el llamado de satisfacibilidad, que de-
notaremos con s. Este consiste en determinar en forma efectiva, es de-
cir, en forma algorftmica, si dada una f6rmula cualquiera del cdlculo de
proposiciones, por ejemplo ((p ^ 

-l 
q) v (r -+ p)) v (l ^ t), existe una

asignaci6n de valores de verdad V o F a las proposiciones elementales
p, e, r, t de modo que la formula completa tome el valor V.

Obviamente existe un algoritmo general que resuelve este proble-
ma: "examine la tabla de verdad en las proposiciones elementales que
componen la f6rmula" (la tabla de verdad ser6 siempre finita).

Deberia ser claro, por lo menos intuitivamente, que este algoritmo
es muy complejo, de hecho, exponencial en tiempo con respecto al lar-
go de la f6rmula de entrada. Sin embargo, no se sabe si s € P, es decir,
si hay un algoritmo determinfstico, polinomial en tiempo, que lo resuel-
ve. Por otra parte, se puede exhibir algoritmos no determinfsticos
que resuelven el problema s en tiempo polinomial. Tenemos asf la
siguiente situaci6n: P E NP, s € NP, ;s € P? Luego, si tenemos una
demostraci6n de s € P, tendremos una demostraci6n de la conjetura de
Cook. Obviamente, cualquier problema que est6 en NP y que, alavez,
no est6 en P nos confinttard la conjetura. Pero, como ya di j imos, el
problema s de satisfacibilidad es importante, por lo menos dentro del
contcxto cle la complej idad computacional, ya que Cook denrostr6
que si s € P, enton{- 'es todos los otros problenras que estdn en NP tarn-
b i6n estdn en P (por  esto se d ice que e l  problema s es NF-Complcto) .
O sea, si  l legamos a tener una demostraci6n de s € P, tendrelnos una
demostraci6n de P : NP. Sin embargo, el que hasta ahora no se haya
encontrado un algoritmo deterministico polinomial en tiempo para s
da un respaldo a la conjetura de Cook.

Digamos finalrnente que s no es el rinico problema (natural) que es

NP-cornpleto, es decir, que estd en NP y cuya pertenencia a P implica-

rfa P : NP. De hecho, se ha seguido encontrando problemas NP<om-
pletos, por ejernplo, en teoria de gfafos, en programacion entera, en

teoria de juegos, etc. Con segUridad, esta brisqueda de nuevos proble-

mas NP-completos est6 inspirada,, aparte de la simple curiosidad mate-
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mdtica, por Ia esperanza cle
el de satisfacibi l idacl y que
jetura de Cook.

encontrar  un problerna rnds rnanejable que
tambi6n conduzca a una soluc ion a la  con-

4. Una jerarqufa de complejidad para algoritmos

En fonna casi undnime se acepta Ia llamacla Tesis de church que,en esencia, expresa que las funciones computables, y 6sta es Llna n'cionintuit iva' son exactamente las calculabl. ,  rnecriante rndquinas de Turing.conto todo algori tmo puecle ser concebido tambien conro una funcioncomputable' tenemos' aceptando la tesis cJe church, qre los algori trnosson exactanlente los procedirnientos que pur)den ser ejecutaclos nrec]ia'-te el uso de una rnirt luina de Turing.

otra fornlal izacion alternativa del concepto intuit ivo de tuncioncotttputable es la de las ftrnciones recursivas. Sin embargo, se clenrostroqtte las formalizaciones del concepto de algori tnro a travis clc las rndclui-nas de Turing y a tra'ds cle las ft tnciones iecursivas son erluivale'tes, esdecir,  utra funci6n cs recursiva si y s6lo si es calculabler meclia' te unamdquina de Turing.

Hay subclases de las funciones recursivas que son de intercs espe-cial '  una de 6stas es la de las funciones recursivas primit ivas, las cualcsaparecen en la mayorfa de las apl icaciones. Por esto r i l t imo, es posiblerestr ingirse con l iecuencia a esta subclase.

Las funciones recursivas primit ivas pueden ser ordenadas en una je_
rarqufa de complej idact; ref ir i6ndonos acluf a Ia complej idad de la for-maci6n de una funci6n' part ienclo de funciones mds simples. Hay variasjerarqufas p,sibles. una que se ha rogrado imponer cs ra de Grzegorc zyk:Eo e Er c E2. . .

cada nivel estd consti tuido por funciones recursivas prirnit ivas, y
un nivel superior signif ica mayor complej idad cle sus elementos cn cl
sentido recidn descri to. Tambien es posible caracterizar nivclcs en t i ,r-nrinos de comple.i iclad en t iemp o y lo espacio.
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' fe 'niendo 
asf una jcrart luia cle conrple. j idacl para las funcioles re-

cursivas primit ivi ls, es posibkr asociar una col lrplcj iclat l  a cada proble-
lna st l luble por rncdio de un algori trno (recursivo prinri t ivo): decimos
quc Lrn problelna cs [:n-soluble (o clec: idible, segfrn corrcsponda) si hay
t tn a lgor i tmo Al  € t ln  \  Hn-  I  que Io resuelve,  y  n ingun ot ro a lgor i tmo
r;ue: lo resuelve esti i  el t  Un* I .

El paso siguientc natural consiste en estLrt l iar la conrplej iclad corn-
putacional en ternt inos de esta jerarqnfa, o de cualquier otra, cle pro-
blentas especif icos que son solubles en fonna algori tmica (primit iva).
Algunos pasos ttr6s adelante, podrfan-ros formularnos el problema inver-
so: , ;Es posible exhibir problernas de cierto t ipo que sean E;solubles,
cuatrdo n estd dado previamentc en fonna art l i t raria? Con respecto a
esta prcgutl ta, digamos solamente que ha hahido rcspuestas posit ivas pa-
ra problernas de decision en teorfa de grupos, y que no se sabe qu6 pa-
sa con el problema de decision de teorfas l6gicas flnitamente axiom atiza-
bles, es decir,  si  es posible construir teorfas logicas, decidibles, f ini tarnente
axiotr lat izables, ct lyo problema cle decision srra [J,. ,-solubler, clonde n
es arb i t rar io .
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Ap6ndice: Un algoritmo no determinfstlco para el problema s

Es posible construir una mdquina M que, al entregarle una fomu-

la del cdlculo proposicional cualquiera, decide en forma no detenni-

nistica si es satisfacible o no lo es. Esta ntiiqr-tina trabaja. digantos, con

el alfabeto A : {p, 0, 1, V, F, ^ ,  v, l '  ) ,  (  } .  Entonces, las fonnulas del

ciilculo proposicional son palabras sobre este alfabeto, es decir, sttcesio-

nes finitas de sfmbolos de A: la fornrula (p1 a, P2l v (n1 v 
*b3) 

se

cod i f i ca  con  e l  a l fabe to  A  en  la  fo rma (p l  ^  p l0 )v  (p l  v_1p l l ) ,es to

es. la subf6rmula elemental pi se reemplaza por p seguida de la represen-

tacion binaria de i. Notemos Que, por ejemplo, p 1-l) tambien es palabra

sobre A, pero no es una f6rmula del c6lculo proposicional. Entonces lo

primero que hace la miiquina, cuando se le introduce como entrada una

palabra w sobre A es verificar si w es formula del c6lculo de proposicio-

nes. Si no 1o es, la rechaza. Si 1o es, hace una lista de todas las proposi-

ciones elementales que forman w, sitt repeticiones. E,n seguida, elige

un valor de verdad V o F para cada uno de los elementos de la l ista, los

reemplaza en lugar de las proposiciones elementales en w. Finalmente

comprueba si w toma el valor F o toma el valor V (de acuerdo a las ta-

blas de verdad usuales), y acepta w en este irltimo caso.

Dado que la mdquina es no determinist ica, puede haber varias

computaciones posibles que conducen a la aceptacion de w. Por defini-

ci6n, w es aceptada por la m6quina M, es decir, la decide conlo satisfa-

cible, si  hay una computaci6n en M con entrada w, que la acepta' Ade-

nrds, definimos el t iernpo que toma la aceptaci6n cle w como el t iem-

po que clemora la m6s corta de las comptrtaciones aceptantcs. I ls posi-

ble construir una mdquina M que conduce a la aceptacion o rechazo

de una formula w cualquiera en tiempo polinornial.
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