
Contents

1. Boolean Functions and Circuits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Boolean Functions and Formulas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.3 Circuit Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.4 Basic Functions and Reductions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.5 Nomenclature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.6 Parsing Regular and Context-Free Languages . . . . . . . . . . . . . . 12
1.7 Circuits for Integer Arithmetic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.7.1 Circuits for Addition and Multiplication . . . . . . . . . . . . . 17
1.7.2 Division Using Newton Iteration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.7.3 Division Using Iterated Product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.8 Synthesis of Circuits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.8.1 Elementary Methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.8.2 Shannon’s Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
1.8.3 Lupanov’s Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
1.8.4 Symmetric Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

1.9 Reducing the Fan-out . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
1.10 Relating Formula Size and Depth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
1.11 Other Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

1.11.1 Switching Networks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
1.11.2 VLSI Circuits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
1.11.3 Energy Consumption . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
1.11.4 Boolean Cellular Automata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
1.11.5 Branching Programs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
1.11.6 Hopfield Nets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
1.11.7 Communication Complexity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
1.11.8 Anonymous Networks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

1.12 Historical and Bibliographical Remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
1.13 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2. Circuit Lower Bounds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
2.2 Shannon’s Lower Bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
2.3 Nechiporuk’s Bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65



XII Contents

2.4 Monotonic Real Circuits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
2.4.1 Broken Mosquito Screen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
2.4.2 Monotonic Real Circuits Are Powerful . . . . . . . . . . . . . . 77
2.4.3 st-Connectivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

2.5 Parity and the Random Restriction Method. . . . . . . . . . . . . . . . 90
2.6 Probabilistic Methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

2.6.1 H̊astad’s Lower Bound for Parity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
2.6.2 Depth-k Versus Depth-(k − 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
2.6.3 Razborov’s Simplification and Decision Trees . . . . . . . . 102
2.6.4 A Hybrid Switching Lemma and st-Connectivity . . . . . 107
2.6.5 Hybrid Switching with the Uniform Distribution . . . . . 110

2.7 Algebraic Methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
2.7.1 Razborov’s Lower Bound for Majority

over Boolean Circuits with Parity . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
2.7.2 Smolensky’s Lower Bound for modp Versus modq . . . . 129

2.8 Polynomial Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
2.8.1 On the Strength of modm Gates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
2.8.2 The modm-Degree of Threshold Functions . . . . . . . . . . . 135

2.9 Method of Filters . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
2.10 Eliminating Majority Gates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
2.11 Circuits for Symmetric Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

2.11.1 Negative Results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
2.11.2 Positive Results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

2.12 Probabilistic Circuits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
2.13 Historical and Bibliographical Remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
2.14 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

3. Circuit Upper Bounds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
3.2 Definitions and Elementary Properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
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